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Prefacion

En la Convencién Marco de las Naciones Unidas sobre el Cambio Climético (CMNUCC),
los beneficios potenciales para las Partes no incluidas en el Anexo I que disminuyan sus emi-
siones de gases de efecto invernadero se basaran en los resultados mensurables, notificables
y verificables. La precisiéon de dichos resultados tendra una enorme influencia en las posibles
compensaciones financieras. Las mediciones de las reservas de carbono forestal adquieren asi
una importancia mayor para los paises que prevén contribuir a mitigar los cambios climé-
ticos gracias a sus actividades forestales. Estas mediciones recurren actualmente a técnicas
que funcionan a escalas diferentes, desde los inventarios de campo realizados a escala local
hasta las mediciones de teledeteccién por satélite que funcionan a escala nacional o subre-
gional, pasando por el laser o el radar aerotransportado. Las mediciones indirectas de las
reservas de carbono forestal, como las derivadas de los indices satelitales, Lidar o radar, se
basan en las relaciones calibradas a partir de las mediciones efectuadas sobre el terreno. Lo
mismo ocurre con los inventarios. Al final de cuentas lo que es seguro es que toda medicién
del carbono forestal exige que se pesen los arboles sobre el terreno; esta etapa constituye
la piedra angular sobre la que se apoya todo el edificio de la estimacién de las reservas de
carbono forestal, independientemente de las escalas consideradas.

De este modo las ecuaciones alométricas, que permiten predecir la biomasa de un arbol
a partir de las caracteristicas dendrométricas mas faciles de medir (como su didmetro o su
altura) son elementos clave para estimar la contribucién de los ecosistemas forestales al ciclo
del carbono. El presente manual se propone abarcar todas las etapas de su construccion,
a partir de la medicién de la biomasa de los arboles sobre el terreno. Deberia resultar
particularmente 1til para los paises que no disponen atn de mediciones y de modelos de
ecuaciones adaptados a sus formaciones forestales.

El presente Manual de construccion de ecuaciones alométricas para estimar el volumen
y la biomasa de los drboles constituye una guia practica para estudiantes, técnicos e investi-
gadores que trabajan sobre la evaluacién de los recursos forestales tales como el volumen, la
biomasa y las reservas de carbono, con objetivos comerciales, bioenergéticos o de mitigacién
del cambio climatico. Los métodos propuestos en este manual se aplican a la mayoria de los
bosques y zonas ecoldgicas, haciendo especial hincapié en los bosques tropicales, los que hoy
necesitan, quizas mas que los demds, un esfuerzo por parte de la comunidad internacional
para medir las reservas de carbono. Se propone una “Linea roja” para guiar al lector: se
trata de un caso concreto que ilustra las distintas cuestiones asociadas a la construccién
de las ecuaciones alométricas, el muestreo, las mediciones sobre el terreno, el registro de
datos, la exploracién grafica de los datos, el ajuste de las ecuaciones y su utilizacién para
la prediccién. Los datos utilizados proceden de tres lugares muy diferentes en términos de
estructura forestal y de medios disponibles. A partir de ello se dan consejos practicos que
deberian permitir a los lectores hacer frente a la mayoria de los problemas que se encuentran
habitualmente. También resultara de interés para los especialistas en biometria forestal en
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la medida en la que contiene no sélo referencias exhaustivas a la teoria matemaética de la
regresion y sus recientes desarrollos sino también numerosos consejos sobre la selecciéon y la
utilizacién de modelos de regresién lineal.
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Francis Cailliez

Agosto de 2012



Agradecimientos

Los autores desean agradecer a la Organizacion de las Naciones Unidas para la Ali-
mentacién y la Agricultura por haber financiado la edicién y la traduccién del presente
manual.

También desean agradecer a las personas mencionadas a continuaciéon por haber con-
tribuido a las misiones de campo y con los datos utilizados para la linea roja, por haber
enriquecido con su propia experiencia el contenido del manual y por haber aceptado releerlo
y traducirlo: Dr. Stephen Adu-Bredu, Angela Amo-Bediako, Dr. Winston Asante, Dr. Au-
rélien Besnard, Fabrice Bonne, Noélle Bouxiero, Emmanuel Cornu, Dr. Rémi D’Annungzio,
Dra. Christine Deleuze, Serge Didier, Justice Eshun, Charline Freyburger, Dominique Gel-
haye, Dra. Astrid Genet, Dickson Gilmour, Hugues Yvan Gomat, Dr. Christophe Jourdan,
Dr. Jean-Paul Laclau, Dr. Arnaud Legout, Lawrence y Susy Lewis, Dra. Fleur Longue-
taud, Dr. Raphaél Manlay, Jean-Claude Mazoumbou, Adeline Motz, Dr. Alfred Ngomanda,
Dr. Yann Nouvellon, Dr. Claude Nys, Charles Owusu-Ansah, Thierry Paul, Régis Peltier,
Dr. Jacques Ranger, Michaél Rivoire, Gaél Sola, Luca Birigazzi, Dr. Olivier Roupsard, Dr.
Armel Thongo M’bou y Prof. Riccardo Valentini.

Los autores agradecen a quienes, a pesar de los breves plazos impuestos, aportaron sus
comentarios y sugerencias sobre correcciones asi como sus palabras de aliento. Esta obra se
beneficié mucho con su valiosisimo aporte. Un agradecimiento especial a Miguel Cifuentes
Jara, quien se desempend como revisor técnico y asesor de idioma de la publicacién. Sin
embargo, la responsabilidad de su contenido le incumbe tnicamente a sus autores.

Los métodos sintéticos presentados en el presente manual fueron elaborados durante
las misiones de medicién financiadas por los siguientes proyectos: ATP Carbone (CIRAD),
MODELFOR (ONF), BIOMASSE OPE (ANDRA), SOERE F-ORE-T (GIP ECOFOR),
EMERGE (ANR), WAFT (UE), ULCOS (UE), CarboAfrica (UE, contrato no INCO-CT-
2004-003729).

19






Preambulo

El presente manual se destina a estudiantes, investigadores o ingenieros que deseen apren-
der la metodologia necesaria para elaborar las tablas de volumen, biomasa o mineralomasa.
Estos modelos estan reunidos en una obra tinica porque todos se basan en el mismo prin-
cipio: estimar un dato dificil de medir en todos los arboles de un rodal (por ejemplo, el
volumen) a partir de las caracteristicas més simples como el didmetro del drbol a 1,30 m,
su altura o su edad.

Basado en un conjunto de publicaciones de referencia, este manual no presenta todos
los casos posibles sino que propone técnicas que permiten construir las ecuaciones. Las
referencias en el texto son precisas (en la medida de lo posible: autor, afio, padgina) para que
el lector pueda encontrar facilmente la informacién. Un ejemplo concreto (llamado “Linea
roja”) guia al lector para adquirir los conocimientos mediante la préctica.

Los requisitos previos para la utilizacién de este manual son escasos. Los programas
informaticos utilizados en la “Linea roja” son Microsoft Excel para la preparaciéon de los
archivos y R (R Development Core Team, 2005) para adaptar los modelos. Las instrucciones
de R utilizadas se reproducen en la linea roja.
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Las bases de la estimacion de la biomasa

A escala de una poblacién existe una relacién estadistica entre las diferentes medidas
de un individuo (Gould, 1966). Esta relacién se deriva del desarrollo ontogénico de los indi-
viduos que es la misma para todos, salvo la variabilidad asociada a la historia personal de
cada uno. Asi, las proporciones entre altura y didmetro, entre tamafio de la copa del arbol
y el didmetro, entre la biomasa y el didmetro, obedecen a una regla que es la misma para
todos los arboles que viven en las mismas condiciones, desde el mas pequeiio al més grande
(King, 1996; Archibald & Bond, 2003; Bohlman & O’Brien, 2006; Dietze et al., 2008). Se
trata del principio bésico de la alometria que permite predecir una medida de un arbol (lo
tipico es su biomasa) en funcién de otra medida (por ejemplo, su didmetro). Una ecuacién
alométrica es una féormula que formaliza de forma cuantitativa dicha relacion. En el caso
de la prediccién del volumen, de la biomasa o de la masa mineral, hablaremos en el presen-
te manual de modelos de volumen, biomasa y mineralomasa respectivamente. Existe una
definicién mas restrictiva de alometria que consiste en una relacién de la proporcionalidad
entre los aumentos relativos de las medidas (Huxley, 1924; Gayon, 2000). Si se observan B
la biomasa y D el didmetro, esta segunda definicién significa que existe un coeficiente a que
corresponde a:

dB  dD

B "D
que se integra en una relacién de potencia: B = b x D®. Con esta definicién restringida, una
ecuacién alométrica resulta sinénimo de una ecuacién de potencia (White & Gould, 1965).
El pardmetro a da el coeficiente de alometria (proporcionalidad entre los aumentos relativos)
mientras que el parametro b indica una proporcionalidad entre las magnitudes acumuladas.
A veces hace falta agregar una interseccion en esta relacién que se convierte en B = ¢+bD*,
donde c representa la biomasa del individuo antes de que alcance la altura a la cual se mide
el didmetro (por ejemplo 1,30 m si D se tomé6 a 1,30 m). La relacién de potencia hace
referencia a la idea de autosimilaridad durante el desarrollo de los individuos (Gould, 1971).
Partiendo de este principio y apoyandose en la “pipe theory” (Shinozaki et al., 1964a,b), fue
elaborada una teoria fractal de la alometria (West et al., 1997, 1999; Enquist et al., 1998,
1999). Si consideramos ciertas hipdtesis de limitaciones biomecénicas, de estabilidad de los
arboles y de resistencia hidrdulica en las redes de células conductoras, esta teoria predice
una relacién de potencia con un exponente igual a a = 8/3 ~ 2,67 entre la biomasa y el
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didmetro de los arboles. Esta relacién es interesante porque se fundamenta en los principios
fisicos y una representacion matematica de las redes de células de los arboles. No obstante,
es objeto de un amplio debate en el que a veces se critica su cardcter excesivamente general
(Zianis & Mencuccini, 2004; Zianis et al., 2005; Muller-Landau et al., 2006), aunque es
posible usar otros coeficientes de alometria segiin las hipdtesis biomecédnicas e hidraulicas
utilizadas (Enquist, 2002).

En el marco de este manual adoptaremos la definicién mas amplia de la alometria que
hace referencia a una relacién (lineal o no) entre los aumentos de las medidas de los arboles.
La relacién de potencia sera considerada simplemente una relacién alométrica entre otras.
Independientemente de la definicién adoptada, la alometria se refiere al desarrollo ontogénico
de los individuos, es decir, al crecimiento de los arboles.

1.1. La “biologia”: ley de Eichhorn, site index. ..

El crecimiento de los arboles es un fenémeno biolégico complejo (Pretzsch, 2009) que
resulta de la actividad de las yemas (crecimiento primario o aumento de la longitud de
los ejes) y del cambium (crecimiento secundario o aumento del espesor de los ejes). Este
crecimiento de los arboles es obviamente variable ya que depende del patrimonio genético
del individuo, de su entorno (suelo, atmosfera), de la etapa de desarrollo (envejecimiento de
los tejidos) y de la accién del hombre (modificacién del medio ambiente o del propio drbol
como las entresacas o las podas).

Para los estudios de biomasa se suelen dividir los arboles en partes o compartimientos
homogéneos: la madera del tronco, la corteza, las ramas vivas, las ramas muertas, las hojas,
las raices gruesas y medianas, y por ultimo las raices finas. La biomasa es un volumen
multiplicado por una densidad mientras que la mineralomasa es una biomasa multiplicada
por una concentraciéon de elementos minerales. El volumen, la densidad y la concentracién
evolucionan no sélo en funcién de los factores antes mencionados (véase, por ejemplo, la
resena de Chave et al., 2009 sobre la densidad de la madera) sino también en el interior de
los arboles: entre partes pero también en funcién de la posicién radial (cerca de la médula o
cerca de la corteza), y de la posicién longitudinal (cerca del suelo o cerca de la copa), incluso,
por ejemplo, para las concentraciones en elementos minerales: Andrews & Siccama (1995);
Colin-Belgrand et al. (1996); Saint-André et al. (2002b); Augusto et al. (2008); o para la
densidad de la madera: Guilley et al. (2004); Berges et al. (2008); Henry et al. (2010); Knapic
et al. (2011). Todo esto tiene consecuencias en las ecuaciones de biomasa y mineralomasa
y este Capitulo tiene por objeto recordar algunas nociones importantes en silvicultura que
permitirdn luego pensar en los modelos de este manual en términos “biolégicos” (jcudles
son los factores de variacién potenciales?) y no en términos puramente estadisticos (jcudl es
la mejor ecuacion posible, independientemente de su grado de verosimilitud con respecto a
los procesos biol6gicos?). La combinacién de ambos objetivos es, al final de cuentas, lo que
pretende lograr el presente manual.

1.1.1. Caso de las masas homogéneas y monoespecificas

Este tipo de rodal se caracteriza por una relativa homogeneidad de la poblacién arborea:
los arboles son de la misma edad y mayoritariamente de la misma especie. El crecimiento
de estos rodales fue estudiado muy ampliamente (de Perthuis, 1788 in Batho & Garcia,
2006) y los principios descritos a continuacién tienen un aplicacién practicamente universal
(Assmann, 1970; Dhote, 1991; Skovsgaard & Vanclay, 2008; Pretzsch, 2009; Garcia, 2011).
Se suele distinguir el rodal de su conjunto del arbol dentro de él. Esta distincién permite
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disociar los diferentes factores que intervienen en el crecimiento de los arboles: fertilidad del
lugar, presién global en el seno del rodal y clasificacién socioldgica. La fertilidad del lugar en
su sentido amplio comprende la capacidad del suelo de alimentar a los drboles (en nutrientes
y en agua) asi como el clima general de la zona (iluminacién, temperatura y pluviometria
medias, recurrencia habitual de periodos de heladas o de sequia, etc.). La presién entre los
arboles en el seno del rodal se mide con diferentes indices de densidad del mismo. Por tltimo,
la clasificacién social de cada individuo define su capacidad de movilizar los recursos en su
entorno proximo.

Foro 1.1 — Plantacién de eucaliptos en el Congo. Arriba, zona de Kissoko, ejemplo de
los mosaicos de sabana y plantaciones. Abajo, zona de Kondi en curso de explotacién que
muestra las principales salidas para la madera de eucalipto (trozas para pasta de papel y
produccién de carbén vegetal para la ciudad de Pointe-Noire) (Fotos: L. Saint-André).

Crecimiento del rodal

La nocién de produccién en silvicultura comprende el volumen (o la biomasa) en pie
asi como todo lo que se ha retirado del rodal a lo largo de su vida (por mortalidad o por
raleo). En general esta nocién de produccién tal como figura en los modelos de produccién
o en la mayoria de los modelos de crecimiento con base dendrométrica, no incluyen la
hojarasca (hojas, ramas, corteza) ni el ciclaje de las raices. En cambio en los modelos con
base ecofisiolégica o en los estudios cuyo objeto son los balances de carbono y de elementos
minerales en los rodales, la produccién incluye también esta renovacién de los érganos. Mas
adelante en este Capitulo consideramos la produccién en su acepcién restringida.

La producciéon de una masa homogénea y monoespecifica, para una especie dada, en
una regiéon dada y en una amplia gama de la silvicultura (siempre y cuando el dosel esté
cerrado), estd totalmente determinada por su altura media. A este postulado se le conoce
con el nombre de ley de Eichhorn (1904), o ley de Eichhorn ampliada, cuando considera la
altura dominante en vez de la altura media (Decourt, 1973). Significa que la fertilidad de
los diferentes sitios de una misma regién sélo modifica la velocidad de crecimiento en altura
del rodal sin modificar la relacién existente entre productividad y altura media. Aun cuando
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se la ponga en tela de juicio (véase Assmann, 1970), estd claro que la altura de los arboles
dominantes (Hy) constituye el principal motor de la mayoria de los modelos de crecimiento
con base dendrométrica (por ejemplo Dhéote, 1996; Garcia, 2003; Saint-André et al., 2008;
Skovsgaard & Vanclay, 2008; Weiskittel et al., 2009; Garcia, 2011). Alder (1980 in Pardé
& Bouchon, 1988) resume el principio en la frase siguiente: “la relacién altura / edad /
indice de fertilidad constituye el elemento fundamental para predecir el aumento de rodales
homogéneas. Se lo suele expresar como un grupo de curvas de fertilidad”. El hecho de que
el crecimiento en altura dominante sélo dependa de la fertilidad del sitio (en su sentido
amplio, lo que en inglés se denomina “site index”) y de la edad de los rodales es vélido, en
una primera aproximacion, en la mayoria de los ecosistemas monoespecificos y homogéneos
templados o tropicales. Esto se debe a dos factores principales: los arboles dominantes, por
su posicion, son menos sensibles a la competencia que los arboles suprimidos y, ademas, el
crecimiento en altura también es menos sensible a la silvicultura (salvo en el caso de un
régimen de raleo especial) que el crecimiento en didmetro de los drboles. Esto implica que
el crecimiento en altura de los arboles dominantes refleja mucho mejor la fertilidad del sitio
que el crecimiento medio en altura o en didmetro. Para llegar a la ley de Eichhorn hace
falta luego combinar el aumento del drea basal (o del volumen) con el aumento de la altura
dominante. Esta relaciéon también es estable para una especie y una regiéon dadas, bajo una
amplia gama de tipos de silvicultura (para comenzar, cuando el dosel es lo suficientemente
denso). Dhéte (1996) da un ejemplo para las hayas en Francia.

No obstante hay varios ejemplos donde la relacién estricta Hy = f(edad y fertilidad)
no se cumple: el pino laricio en el centro de Francia (Meredieu et al., 2003) y el eucalipto
del Congo (Saint-André et al., 2002a). En ambos casos, el crecimiento en altura dominante
también es funcién de la densidad del rodal. La hipdtesis subyacente estd asociada a la
escasa fertilidad de los suelos que conllevaria una fuerte competencia por el acceso a los
recursos hidricos y minerales, incluso en los arboles dominantes. Desde hace algunos afios,
con respecto a esta relacién y a aquella que asocia el crecimiento en area basal al aumento
en altura dominante, se ha puesto claramente de manifiesto un efecto “fecha” debido a los
cambios globales (véanse, por ejemplo Bontemps et al., 2009, 2011; Charru et al., 2010).

En resumen, aunque se la ponga en tela de juicio y no sea necesariamente tan invariable
como se esperaba, esta primera “ley” es importante porque permite introducir luego, en
los modelos “parametrizados” de biomasa, la nocién de fertilidad por medio de la edad y
la altura dominante de los rodales inventariados (y también la densidad) para aumentar el
cardcter genérico de las ecuaciones elaboradas.

Crecimiento de los arboles en el rodal

Cuando se calcula el crecimiento del volumen o de la biomasa de todo el rodal, hay
que repartirlo luego entre los distintos arboles. Las relaciones utilizadas para el crecimiento
en didmetro individual suelen ser del tipo potencial x reductor, donde el potencial lo da
el crecimiento en &drea basal y /o altura dominante y los reductores son funcién (7) de un
indice de densidad y (i) de la clasificacién social del arbol. Un indice de densidad puede
ser simplemente la densidad del rodal pero los investigadores elaboraron otros indices como
el espaciamiento de Hart-Becking, basado en el crecimiento de los arboles fuera del rodal
(crecimiento libre) o el IDR (“indice de densidad de Reinecke”), basado en la ley de auto
raleo (crecimiento de los arboles en rodales excesivamente densos). Ambos presentan la
ventaja de depender menos de la edad del rodal que de la propia densidad (véase Shaw,
2006 o, en lineas més generales, la resena bibliogréfica de Vanclay, 2009). La posicién social
de los drboles se expresa generalmente por las relaciones de tipo H/Hy o D/Dgy (donde D
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es el didmetro del arbol, H su altura y Dy el didmetro dominante del rodal) pero también
pueden usarse otras relaciones. Por ejemplo, Dhote (1990), Saint-André et al. (2002a) y més
recientemente Cavaignac et al. (2012) utilizan un modelo lineal segmentado para traducir
el crecimiento diamétrico de los arboles: por debajo de cierto umbral de circunferencia, los
arboles estan totalmente por debajo del dosel y no crecen més; mas alla de él, el crecimiento
en area basal es una funcion lineal de la circunferencia de los arboles. Esta relacion refleja
bien el hecho de que los arboles dominantes crecen mas que los suprimidos. El umbral y la
pendiente de la relacién evolucionan en funcién de la edad de los rodales y los tratamientos
silviculturales (raleos). El crecimiento en altura puede estimarse también por medio de las
relaciones de tipo potencial x reductor pero, en general, los modeladores usan relaciones de
altura—circunferencia (Soares & Tomé, 2002). Estas relaciones estdn saturadas (la asintota
es igual a la altura dominante del rodal) y curvilineales. Los pardmetros de esta relacién
evolucionan también en funcién de la edad y de la silvicultura (Deleuze et al., 1996).

Resumiendo, para estas otras dos relaciones que dan la dimensién de cada arbol dentro
del rodal, hay que recordar lo siguiente: los indices de densidad y de competencia (clasifica-
cién social) que determinan en gran medida el crecimiento individual de los arboles dentro
del rodal son los factores que se pueden integrar también a los modelos de biomasa. Las
variables interesantes desde este punto de vista pueden ser: la densidad del rodal, el espa-
ciamiento de Hart-Becking, el IDR, y luego, a escala individual: el coeficiente de rectitud
(H/D), la robustez del arbol (DY/2/H — Vallet et al., 2006; Gomat et al., 2011), o su
clasificacién socioldgica (H/Hy o D/Dy).

Distribucion de la biomasa en el arbol

Por dltimo, una vez distribuida la biomasa del rodal entre los arboles, para cada uno
hay que asignarla a cada compartimiento y repartirla a los largo de los ejes. Para el tronco,
la relacién que se suele utilizar es la ley de Pressler (o, para los especialistas en ecofisiologia,
su equivalente dado por el “pipe-model” de Shinozaki et al., 1964a,b): (i) la superficie
transversal de los anillos aumenta en forma lineal desde lo alto del arbol hasta la base
funcional de la copa; (i) luego se mantiene constante desde la base de la copa hasta la
base del arbol. Por lo tanto, a medida que el arbol crece, el tronco se volvera cada vez mas
cilindrico puesto que la distancia entre los anillos serd mayor cerca de la copa que en la
base. Esta ley de Pressler no expresa una distribucién promedio de la madera en el arbol
(Saint-André et al., 1999). En efecto, para los arboles dominantes, la superficie del anillo
puede seguir aumentando por debajo de la copa y para los dominados/suprimidos, puede
disminuir mucho. En casos extremos, también es posible que el anillo no esté completo en
la base del arbol, incluso puede faltar, como por ejemplo en las hayas (Nicolini et al., 2001).
Ademés, cualquier accién sobre la copa (densidades importantes o escasas, raleos, podas
o entresacas) tendra consecuencias en el apilado de los anillos y, en consecuencia, sobre la
forma del tronco (véanse la resena de Larson, 1963, o los ejemplos dados por Valinger, 1992;
Ikonen et al., 2006). La densidad de la madera también es diferente en la parte alta y la
parte baja del arbol (madera joven cerca de la copa y mayor proporcién de madera madura
en la parte inferior — Burdon et al., 2004) pero también variard segin las condiciones de
crecimiento de los drboles (mediante los cambios de proporcién entre la madera tardia y
aquella temprana, o los cambios de estructura y las propiedades celulares, véanse Guilley
et al., 2004; Bouriaud et al., 2005; Berges et al., 2008 para mencionar algunas publicaciones
recientes). En consecuencia, la biomasa serd diferente o no para troncos de dimensiones
iguales (altura, didmetro, edad), en funcién de las condiciones de crecimiento de los arboles.
Es posible que, por ejemplo, un aumento del volumen se acomparfie de una baja de densidad
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(es el esquema clasico para las resinosas) y no resulte por tanto en grandes diferencias en
la biomasa de los troncos. Para las ramas y las hojas, la biomasa dependera mucho de la
arquitectura de los arboles y, por ende, de la densidad del rodal: a dimensiones iguales
(altura, didmetro y edad), los drboles que hayan crecido en rodales abiertos tendrén mas
ramas y hojas que aquellos que hayan crecido en rodales densos. Lo que se procura con
las investigaciones actuales sobre la biomasa es determinar la parte asociada al desarrollo
intrinseco del drbol (ontogenia) distinguiéndola de aquella asociada a factores ambientales
(Thornley, 1972; Bloom et al., 1985; West et al., 1999; McCarthy & Enquist, 2007; Savage
et al., 2008; Genet et al., 2011; Gourlet-Fleury et al., 2011). Con respecto a las raices, su
biomasa depende del bioma, de la biomasa sobre el suelo, de la etapa de desarrollo y de las
condiciones de crecimiento (cf. por ejemplo Jackson et al., 1996; Cairns et al., 1997; Tateno
et al., 2004; Mokany et al., 2006).

De estas ultimas nociones cabe destacar que las condiciones de crecimiento no sélo
influirdn en la cantidad global de biomasa producida sino también en su distribuciéon dentro
de los arboles (proporcion sobre el suelo/subterrdanea; apilado de anillos, etc.). Por lo tanto
serd absolutamente necesario tener en cuenta estas variaciones posibles en el muestreo (en
especial para el troceo de troncos y la toma de las diferentes alicuotas) pero también en la
elaboracién de las ecuaciones de forma que reflejen correctamente las distintas relaciones
de biomasa (sobre el suelo/subterrdnea; tronco/ramas; hojas/raices finas) en funcién de las
condiciones de crecimiento.

1.1.2. Caso de masas homogéneas y/o pluriespecificas

Las nociones descritas anteriormente siguen siendo vélidas también para las masas plu-
riespecificas y homogéneas pero resulta dificil integrarlas a una ecuacién y la mayoria de
las veces es imposible con la forma anterior (Peng, 2000). Por ejemplo, la nocién de altura
dominante es dificil de cuantificar para los rodales heterogéneos y / o pluriespecificos (jcabe
establecer una altura dominante para todas las especies? ;o bien una para cada especie?).
Del mismo modo, cabe plantearse qué significa el area basal para una masa demasiado
heterogénea como las que hay en el bosque tropical hiimedo. Por dltimo, jcémo tener en
cuenta el hecho de que la edad de los arboles suele ser desconocida (Tomé et al., 2006)? Los
modelos de crecimiento elaborados para estos rodales desglosan pues con menor detalle las
diferentes escalas (produccién de biomasa a escala del rodal, distribucién entre los arboles y
también dentro de ellos) que aquellos usados en las masas uniformes. Se pueden distinguir
tres tipos de modelos: (1) los modelos matriciales de rodales; (2) los modelos centrados en
los individuos que, en general, dependen de las distancias entre los arboles; (3) los mode-
los de corta por grupos (véanse las diferentes resefias realizadas por Vanclay, 1994; Franc
et al., 2000; Porté & Bartelink, 2002). Los modelos de tipo matricial retinen a los arboles
por grupos funcionales (grupos con una estrategia de crecimiento comin) y por clases de
dimensién homogéneas (en general, el didmetro) y aplican un sistema de matrices que in-
cluyen el relutamiento, la mortalidad y el paso de individuos de un grupo a otro (véanse,
por ejemplo, Eyre & Zillgitt, 1950; Favrichon, 1998; Namaalwa et al., 2005; Picard et al.,
2008). Para los modelos centrados en los individuos, se suele cartografiar la poblacién de
arboles y el crecimiento de un arbol depende de sus vecinos (véanse, por ejemplo,Gourlet-
Fleury & Houllier, 2000 para un modelo en bosque tropical, o Courbaud et al., 2001 para
un modelo en bosque templado). Pero, asi como con los modelos elaborados para las masas
uniformes, también hay modelos centrados en los individuos que son independientes de las
distancias (por ejemplo Calama et al., 2008; Pukkala et al., 2009; Vallet & Pérot, 2011;
Dreyfus, 2012) e incluso modelos intermedios (véanse Picard & Franc, 2001; Verzelen et al.,
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2006; Perot et al., 2010). Por dltimo, en los modelos de corta por grupos, se representa el
bosque con un conjunto de células en diferentes etapas del ciclo silvogenético. La mortalidad
y la incorporacién de nuevos arboles inventariables se simula en forma estocastica mientras
que el crecimiento de los arboles sigue las mismas leyes que las de los modelos centrados en
individuos e independientes de las distancias (véase una resefia en Porté & Bartelink, 2002).

El hecho de que estos rodales sean mas complicados cuando se trata de traducirlos en
ecuaciones no contradice los principios evocados anteriormente para la elaboracién de los
modelos de volumen, de biomasa o de mineralomasa: (%) introducir la fertilidad para ampliar
la zona de validez de los modelos de biomasa; (4) utilizar los indices de densidad para tomar
en cuenta el grado de competencia entre los arboles; (ii7) tener en cuenta la clasificacién
social ademés de las caracteristicas basicas de los drboles (altura, didmetro).

Ademas de las dificultades asociadas a la elaboracién de las ecuaciones concebidas para
los bosques monoespecificos, la estimacién de la biomasa en bosques pluriespecificos se en-
frenta a dificultadas adicionales: la preparacién de un muestreo adecuado (jcudles especies?
;como reunirlas en grupos funcionales?) y el acceso al terreno (sobre todo en la zona tropical
donde estos rodales suelen encontrarse en areas protegidas donde la corta de arboles esta
muy reglamentada, incluso prohibida para ciertas especies).

Foro 1.2 — Rodales heterogéneos. Izquierda, caso de rodales pluriespecificos en el Monte
Saint-Anne en Quebec; derecha, rodales plurispecificos y multietdneos en Costa Rica (Foto:
B. Locatelli).

1.2. Eleccion del método

1.2.1. Estimacién de la biomasa de una bioma

No existe “un” método unico para estimar una reserva de biomasa sino varios, segin la
escala considerada (Gibbs et al., 2007). A escala nacional y més alla de ella, suelen utilizarse
valores medios por bioma (FAO, 2006): la cantidad de biomasa se estima multiplicando la
superficie de cada bioma por la cantidad de biomasa media por unidad de superficie para
dicho bioma. Las cantidades medias por bioma son las estimadas a partir de medidas toma-
das a una escala més restringida. La teledetecciéon permite estimar la biomasa de la escala
nacional a la escala del paisaje. Ya se trate de sensores épticos satelitales (Landsat, MODIS),
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de iméagenes satelitales de alta resolucion (Ikonos, QuickBird) o no (fotografias aéreas), sen-
sores de radar o microondas satelitales (ERS, JERS, Envisat, PALSAR), o sensores de laser
(Lidar), todos estos métodos parten del supuesto de que se dispone de las medidas de campo
para ajustar las relaciones que predicen la biomasa en funcién de las observaciones hechas
por los sensores. En el caso de los sensores Opticos satelitales, se necesitan datos de campo
para calibrar la relacién entre la biomasa y los indices de vegetacién obtenidos por satélite
(NDVI, NDFI, AVI, GVI, etc.) (Dong et al., 2003; Saatchi et al., 2007). Las imagenes de
alta resolucion y las fotografias aéreas aportan informaciones sobre el tamafno de las copas
y la altura de los arboles. A continuacion se necesitan datos de campo para vincular estas
informaciones a la biomasa (por ejemplo Bradley, 1988; Holmgren et al., 1994; St.-Onge
et al., 2008; Gonzalez et al., 2010). Lo mismo vale para las informaciones sobre la estructura
vertical del bosque, aportadas por el Lidar, o por las informaciones sobre la distribucién
vertical del agua contenida en la vegetacién, suministradas por el radar o las microondas
(por ejemplo Lefsky et al., 2002; Patenaude et al., 2004). No obstante, los métodos de te-
ledeteccién siguen siendo limitados en cuanto a la precisiéon de las mediciones de biomasa
(especialmente las superficies) y la diferenciacién de los tipos de bosques en funcién de los
medios técnicos y financieros, los recursos humanos disponibles, la nubosidad y el riesgo de
saturacién de las sefiales utilizadas para ciertos tipos de vegetacion.

De esta forma los métodos de estimacién de la biomasa a escala del paisaje y mas alla
se basan en las mediciones de campo, tomadas a una escala comprendida entre el paisaje y
la parcela. En este tipo de escala, las estimaciones de la biomasa se basan en los datos del
inventario forestal: inventario de una muestra de arboles si la superficie es grande, o un censo
completo en caso contrario (en particular en las parcelas permanentes de algunas hectéreas).
Por debajo de esta escala las mediciones individuales de biomasa pueden obtenerse pesando
arboles y la vegetacién del sotobosque).

1.2.2. Estimacion de la biomasa de un bosque o de un conjunto de bosques

Las estimaciones de biomasa o mineralomasa forestales basadas en los inventarios fores-
tales exigen que se disponga de

1. un inventario exhaustivo o estadistico de los arboles presentes;
2. modelos para evaluar las reservas a partir de las dimensiones de los individuos medidos;

3. una evaluacién de la biomasa contenida en la necromasa (madera muerta en pie) y en
la vegetacion de sotobosque.

En el presente manual nos concentramos en el segundo aspecto sabiendo que la parte del
inventario o la evaluacion cuantitativa de la parte bajo cubierta no son necesariamente faciles
de realizar, en particular en bosques altamente heterogéneos.

A partir de los inventarios se pueden usar dos grandes opciones para estimar las reser-
vas de carbono o de elementos minerales en los arboles (MacDicken, 1997; Hairiah et al.,
2001; AGO, 2002; Ponce-Hernandez et al., 2004; Monreal et al., 2005; Pearson & Brown,
2005; Dietz & Kuyah, 2011): (1) uso de modelos de biomasa/mineralomasa: esta solucién
suele adoptarse porque permite establecer rapidamente balances de carbono o de elementos
minerales dentro de una parcela en un momento dado. En general se consideran todas las
partes del ecosistema (sobre el suelo, subterrdneas, hojarasca en el suelo, etc.). Se cortan
arboles especificamente para estas operaciones. La definicion de compartimientos (trozos
cortados) pueden variar segin la aplicacién y el &mbito de interés (véase el Capitulo 3). (2)
El uso de modelos para estimar sucesivamente el volumen de los arboles, la densidad de la
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madera y el contenido de nutrimentos. La ventaja de este método es que disocia las distin-
tas partes, permitiendo analizar la influencia de la edad y las condiciones de crecimiento
independientemente sobre uno u otro componente. En general sélo el tronco puede usarse
para una modelizaciéon detallada (entre y dentro de los anillos). La biomasa de los otros
compartimientos se estima mediante coeficientes de expansion volumétrica, valores de den-
sidad media de la madera y el contenido de nutrimentos. En todos los casos estos métodos
utilizan ampliamente un gran modelo tipo que reagrupa indiferentemente los “modelos de
cubicacién, modelos de biomasa, modelos de mineralomasa, etc.” y que es objeto del presente
manual.

Los modelos de biomasa o de mineralomasa se parecen mucho a los de volumen, modelos
que se vienen estudiando comiinmente desde hace casi dos siglos. Los primeros modelos para
las hayas (Fagus sylvatica) fueron publicados por Cotta en 1804 (in Bouchon, 1974). El
principio es vincular una magnitud dificil de medir (como el volumen del arbol, su masa o su
contenido de nutrimentos) a magnitudes mas faciles de determinar como el didmetro a 1,30 m
o la altura del arbol. Si se utilizan ambas caracteristicas, se habla un modelo de dos entradas;
si sOlo se utiliza el didmetro, se habla entonces un modelo de una entrada. En general las
correlaciones son buenas y las funciones mas usadas son de tipo polinémico, logaritmico o de
potencia. Para conocer mas detalles al respecto, se pueden consultar las resefias propuestas
por Bouchon (1974); Hitchcock & McDonnell (1979); Pardé (1980); Cailliez (1980); Pardé
& Bouchon (1988), y més recientemente por Parresol (1999, 2001).

Estas funciones son relativamente simples pero representan tres dificultades mayores.
Primero, son bastante poco genéricas: si se cambia de especie o si uno se aleja del a&mbito de
calibracién, hay que utilizar las ecuaciones con precaucién. El Capitulo sobre el muestreo da
algunas explicaciones sobre como mitigar este problema. El principio fundamental es cubrir
al maximo la variabilidad de las cantidades estudiadas.

El segundo obstaculo de estas funciones reside en el cardcter mismo de los datos que
se tratan (volimenes, masas, mineralomasas). En particular, pueden presentarse problemas
de heterocedasticidad (es decir, varianza no homogénea de las biomasas en funcién del
regresor). Esto tiene poca influencia sobre el valor de los pardmetros estimados: cuanto
mayor sea el nimero de arboles del muestreo, mas rapida serd la convergencia hacia los
verdaderos pardmetros (Kelly & Beltz, 1987). No obstante, todo lo que tiene que ver con el
intervalo de confianza de las estimaciones se ve afectado por lo siguiente:

1. la varianza de los pardmetros estimados no es minima;
2. esta varianza tiene sesgo; y

3. la varianza residual estd mal estimada (Cunia, 1964; Parresol, 1993; Gregoire & Dyer,
1989).

No corregir estos problemas de hetereocedasticidad tiene pocas consecuencias sobre la es-
timacién del valor medio de la biomasa o del volumen. Por el contrario es absolutamente
necesario hacer la correccién para obtener los intervalos de confianza correctos para las
predicciones. Para corregir esos problemas de heterocedasticidad, se suelen presentar dos
métodos: el primero consiste en efectuar una ponderacién (por ejemplo, por la inversa del
didmetro o del didmetro al cuadrado) pero todo reside en la funcién de ponderacién y en
particular en la potencia que se aplicard; el segundo consiste en tomar el logaritmo de los
términos de la ecuacién pero, en este caso, hace falta corregir los valores simulados para
encontrar una distribucién normal de los valores estimados (Duan, 1983; Taylor, 1986). Ade-
maés, es frecuente que la transformacion logaritmica no resulte en a un modelo lineal (Névar
et al., 2002; Saint-André et al., 2005).
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La tercera dificultad estd asociada a la aditividad de las ecuaciones. Las mediciones
de biomasa y luego los ajustes de las funciones se suelen hacer compartimiento por com-
partimiento. La aditividad de las relaciones no es inmediata y una propiedad deseable del
sistema de ecuaciones es que la suma de las predicciones de biomasa compartimiento por
compartimiento sea igual a la prediccion de la biomasa total del arbol (véanse Kozak, 1970;
Reed & Green, 1985; Navar et al., 2002). En general se proponen tres soluciones (Parresol,
1999):

1. la biomasa total se calcula sumando las biomasas compartimiento por compartimiento,
y la varianza de esta estimacién utiliza las varianzas calculadas para cada comparti-
miento y las covarianzas calculadas de dos en dos;

2. se garantiza la aditividad al usar los mismos regresores y los mismos pesos para todas
las funciones, siendo los pardmetros de la funcién de biomasa total la suma de los
parametros obtenidos para cada compartimiento;

3. los modelos son diferentes compartimientos por compartimiento pero se ajustan con-
juntamente y la aditividad se obtiene mediante las restricciones sobre los parametros.

Cada método tiene sus ventajas y desventajas. En el marco del presente manual ajustaremos
un modelo para cada compartimiento y un modelo para la biomasa total verificando que se
respete la aditividad. A lo largo de todo el manual se utilizard un ejemplo concreto “Linea
roja”) para ilustrar los casos. Se trata de un conjunto de datos obtenido en un experimento
realizado en Ghana, en un bosque tropical himedo natural (Henry et al., 2010).

1.2.3. Mediciéon de la biomasa de un arbol

Los modelos de biomasa vinculan la medicién individual de la biomasa y la estimacién de
la misma en el campo a partir de los datos del inventario. Por tanto, pesar los arboles para
medir la biomasa forma parte fundamental del proceso de elaboracién de ecuaciones alomé-
tricas y a ellas se dedica una parte importante de este manual. Aun cuando los principios
generales presentados en el Capitulo 3 (segmentacion del drbol en compartimientos con una
densidad de materia seca homogénea, mediciéon de las tasas entre materia seca con respecto
al volumen fresco para alicuotas y aplicacién de la regla de tres) deberian permitir medir la
biomasa de cualquier tipo de especie arbdrea, en el presente manual no se abordaran todos
los casos especificos. Las plantas que no son arboles pero que pueden alcanzar la altura de
uno (bambies, ratdn, palmeras, helechos arborescentes, plantas musiceas, Pandanus sp.,
etc.) constituyen excepciones.

Las plantas que usan los arboles como apoyo para crecer (epifitas, plantas parasitas,
plantas rastreras, etc.) son otro caso aparte (Putz, 1983; Gerwing & Farias, 2000; Gerwing
et al., 2006; Gehring et al., 2004; Schnitzer et al., 2006, 2008). Su biomasa deberfa disociarse
de la de su hospedero.

Por ultimo, los arboles huecos, aquellos cuyo tronco tiene una forma muy diferente
a un cilindro (como Swartzia polyphylla DC.), amates (Ficus spp.), etc., constituyen las
excepciones para las cudles no podran usarse los modelos de biomasa sin un ajuste especifico
(Nogueira et al., 2006).



Muestreo y estratificacion

El muestreo consiste en predecir las caracteristicas de un conjunto a partir de una parte
(muestra) del mismo. Por ejemplo, se quiere estimar el volumen de madera de un bosque
pero no se pueden cubicar todos los arboles uno por uno asi que se va a realizar la cubicacién
de una muestra de arboles del bosque y luego se va a extrapolar la estimacién obtenida a
todo el bosque (CTFT, 1989, p.252). Como el volumen sélo se mide en una muestra y no
en el conjunto de arboles del rodal, la estimacion del volumen total asi obtenida contiene
un error de muestreo'. El muestreo, en su sentido estricto, consiste en:

1. elegir lo mejor posible los drboles que formaran parte de la muestra que se medird (se
habla més bien de plan de muestreo),

2. elegir un método de calculo (se suele hablar de estimador) del volumen total a partir
de las mediciones,

para reducir al minimo el error de muestreo.

En la teoria de muestreo clasica, los volimenes de N arboles del rodal son datos fijos: la
Unica fuente de variacion de las estimaciones es el muestreo, de forma tal que un muestreo
exhaustivo dard siempre la misma estimacién. Aqui utilizaremos el enfoque llamado de
“super-poblacién” que surgi6 en el decenio de 1970 (Cochran, 1977). Consiste en considerar
que los volimenes de N arboles que componen el rodal son variables aleatorias, de modo
que el rodal observado no es mas que uno entre otros, sacado de una super-poblacion. Este
enfoque permite liberarse de ciertas aproximaciones y definir un plan de muestreo 6ptimo
(lo que no suele ser posible con el enfoque clasico) pero tiene el inconveniente de llevar a
malas soluciones si el modelo de super-poblacién adoptada no se ajusta a la realidad.

La eleccién de un método de muestreo depende del objetivo fijado. En principio hay que
empezar por preguntarse para qué van a servir los modelos de volumen o de biomasa que nos
proponemos elaborar. ;Queremos predecir las caracteristicas de un arbol particular cuyas
variables de entrada conocemos? ;Se trata de predecir las caracteristicas del arbol promedio
para los valores dados de las variables de entrada? ;Se trata de predecir el volumen total
del rodal donde proceden los arboles usados para elaborar el modelo o el volumen total de

!Ponemos en itdlica la jerga de la teorfa de muestreo; en el Anexo 2 de Bellefontaine et al. (2001) figura
una definicién en francés de dichos términos.

33
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otro rodal? En estos dos ultimos casos, jlas variables de entrada de el modelo se miden
sobre todos los arboles del rodal o bien nuevamente sobre una muestra de arboles? Etc. De
este modo se puede construir una cadena que vaya del rodal estudiado a la magnitud que
se trata de predecir (Figura 2.1).

Volumen de un
arbol en particular

prediccién
Volumen del
arbol promedio

plan construccién

Arboles
medidos

Rodal
estudiado

Model

de muestreo del modelo

Volumen del
rodal estudiado

Volumen de

extrapolacién
P otro rodal

Figura 2.1 — Cadena que va del rodal estudiado a las magnitudes que se desean predecir.

Remontando esta cadena de atras para adelante, la precision con respecto a la magnitud
predicha depende de la precision de los pardametros del modelo, la que a su vez depende del
plan de muestreo (nimero y eleccién de los arboles medidos) y de la variabilidad dentro
del rodal estudiado (Cunia, 1987b). Se puede determinar un nivel de precisiéon que se desea
alcanzar en las predicciones, lo que, por efecto retroactivo, para un tipo de modelo y un tipo
de muestreo dados, implica el niimero minimo de arboles que habrd que medir. Asimismo
se puede seguir un proceso de optimizaciéon para determinar, para una precisiéon dada que
se pretende alcanzar y un tipo de modelo dado, el método de muestreo que minimiza el tipo
(o el costo) de las mediciones (Cunia, 1987¢,d). En ciertos casos el costo de las mediciones
es el factor limitante. Es justamente el caso para medir la biomasa de los sistemas de raices.
En este caso no se trata tanto de alcanzar una precision dada para las predicciones sino
en mantenerse dentro de los limites razonables de costo. De este modo se puede buscar,
en funcién del costo de una medicién dada y para un tipo de modelo dado, el método de
muestreo que maximiza la precision de las estimaciones.

Este razonamiento suele ser demasiado complejo para aplicarlo rigurosamente, debe
hacerse caso por caso ya que depende (i) de lo que se trata de predecir, (i¢) del tipo de
modelos utilizados y (4ii) del tipo de muestreo adoptado. El hecho de utilizar un modelo
ya implica, de por si, una restriccion sobre el método de muestreo: el volumen total de un
rodal podria estimarse a partir de la cubicacion de una muestra de arboles, sin pasar por el
modelo de volumen. Al usar un modelo de volumen para estimar el volumen total del rodal,
ya nos hemos restringido a un tipo de estimador del volumen total.

Mas aun, el razonamiento que permite determinar el plan de muestreo en funcién de
la precisiéon que se desea obtener en las predicciones implica conocer la relacién entre la
precision de las predicciones y la precision de los parametros del modelo, la relaciéon entre los
parametros usados para construir el modelo y el tamano de la muestra, etc. En algunos casos
simples estas relaciones se conocen explicitamente. Pero, con mucha frecuencia, en cuanto
el modelo adquiere una forma un poco complicada, esas relaciones ya no son explicitas. Ya
no es posible utilizar simplemente dicho razonamiento.

El golpe de gracia a este razonamiento lo da el darse cuenta de que: (¢) la finalidad del
modelo suele ser multiple, incluso imprecisa y (#7) la forma del modelo no suele conocerse de
antemano. En efecto, con mucha frecuencia deseamos poder usar un modelo para distintos
fines: para evaluar el volumen de un arbol en particular, de un arbol promedio, de todo
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un rodal, etc. La construccién del modelo se convierte en un fin por si sola, que no guarda
relacion con una cantidad que debe predecirse. Ademas, la eleccion sobre la forma del mo-
delo suele resultar de un andlisis exploratorio de los datos que, por ende, no se conoce de
antemano. Es cierto que algunas relaciones, como la funciéon de potencia o los polinomios
de grado 2, aparecen con frecuencia pero, a priori, no es posible determinar una regla. Por
lo tanto es inutil intentar optimizar un plan de muestreo.

Al final de cuentas, el muestreo utilizado para construir tablas de volumen o biomasa
se basa generalmente en consideraciones empiricas relacionandas al plan de muestreo. La
eleccion del estimador, que corresponde en realidad a la eleccién del modelo, es consecuencia
de un razonamiento a posteriori, en funciéon de los datos acopiados e independientemente
del plan de muestreo.

2.1. Muestreo para una regresion lineal simple

Comencemos con un ejemplo sencillo que permitira ilustrar las ideas presentadas ante-
riormente. Supongamos que los arboles del rodal se describen mediante su didmetro D, su
altura H y su volumen V. Se usa un modelo de volumen para predecir el volumen V en
funcién de la variable D?H. El modelo de super-poblacién que se adopta para describir el
rodal implica que la relacién entre V' y D?H es lineal con un error € de varianza o?:

V=a+BD*H +¢ (2.1)

donde € a una distribucién normal de esperanza nula y de desviacién estandar o. Ademads, se
supone que la cantidad D?H esta distribuida segiin una distribuciéon normal de promedio u
y de desviacion estandar 7. El error € incorpora todos los factores que hacen que dos arboles
del mismo didmetro y la misma altura no tengan obligatoriamente el mismo volumen. Los
parametros « y S son desconocidos. Para estimarlos, se van a medir n arboles; se obtiene
asf una muestra de n dobletes (D¥Hy, V1), ..., (D2H,, V;,), luego se hace la regresion lineal
siguiente:

V;:a—i-bDiQHi—i-Ei (2.2)

En la jerga de la teoria del muestreo, las variables de entrada del modelo (didmetro, altura,
etc.) se llaman variables auziliares. Hay que distinguir bien estas variables, que son relativas
al arbol, de las otras, como la edad, que son relativas al rodal. Estas tltimas son consideradas
como pardmetros (Pardé & Bouchon, 1988, p.106). Ademas, la unidad de muestreo es el
arbol. Veamos ahora cémo definir el plan de muestreo en funcién del objetivo fijado.

2.1.1. Prediccion del volumen de un arbol en particular

Supongamos que el objetivo sea predecir el volumen de un arbol del rodal de didmetro
D* y de altura H*. El volumen predicho es:

V*=a+bD*H*

El modelo de super-poblacién estipula que, debido al error ¢, dos arboles tomados al azar y
con el mismo diametro D y la misma altura H no tienen forzosamente el mismo volumen.
De ello resulta una variabilidad intrinseca cuando se mide un arbol en particular, que es
igual a 02. A esta variabilidad intrinseca se agrega, para el error de prediccién del volumen,
la variabilidad debida a la imprecisién de las estimaciones de los pardmetros « y 8 del
modelo de volumen. Mas adelante volveremos a estas nociones (en el Capitulo 7). De este
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modo, para una regresién lineal, la semiamplitud del intervalo de confianza en el umbral «
(tipicamente 5 %) de V* es igual a (Saporta, 1990, p.374):

R 1 (D*QH* _ DQHE)Q
ln20,|1+—+ o B 5 2
n i=1(DiH; — D*H.)

donde t,,—2 es el cuantile 1 — «/2 de la distribucién de Student a n — 2 grados de libertad,
D2H, es la media empirica de los valores de D?H medidos en la muestra:

1 n
D2H, = - > DH;
=1

y ¢ es la estimacién de la desviacion estdndar de los residuos:

1 n
52 = > Vi — (a+bD}H;)?
n—2 =

El valor minimo de esta semiamplitud (cuando n — o) es 1,96 0. Nos fijamos como ob-
jetivo de precisién de la estimacién una desviacién de E% con respecto a este minimo
incompresible, es decir que, aproximativamente, buscamos el tamafio de la muestra n tal
que:

*2 [ Tx _ )2 2
4B~ |1+ 24 (DPH” — D7He)
n i=1(D}H; — D*H)?

(2.3)

Muestreo aleatorio

Ante todo veamos el caso en donde no se procura optimizar el plan de muestreo, por
ejemplo, seleccionando al azar los arboles de la muestra. La media empirica de D2H de la
muestra es entonces una estimacién de p, mientras que la varianza empirica de D*H de la
muestra es una estimacién de 72. Asf pues:

1
1+E)?—-1~-|1
(1+£E) n + 72

(D*2H* _ M)Q]

Como ejemplo numérico, tomemos j = 5 m? para el valor medio de D?H en el rodal entero
y 7 =1 m? para su desviacién estandar. Si queremos predecir el volumen de un arbol cuyo
tamafio D?H es igual a 2 m? con una diferencia de precisién de E = 5%, hace falta entonces
medir aproximadamente n = 98 arboles. Cabe sefialar que la expresion de n en funcién de
D*2H* es simétrica alrededor de p y pasa por un minimo para D*?H* = y. Como 1 —2 = 3
m?3 y pu+ 3 = 8 m3, hacen falta n = 98 arboles para predecir el volumen de un arbol cuyo
tamafio D2H es igual a 8 m® con una diferencia de precisién de 5 %. Se puede interpretar
asi el tamafio de la muestra n = 98 como la que garantiza una diferencia de precisién de,
por lo menos, 5 % (en el umbral a = 5 %) para toda prediccién en el intervalo 2-8 m?.

Muestreo optimizado

Veamos ahora el caso en que se procura optimizar el plan de muestreo en funcién del
valor de D*2H*. La ecuacién (2.3) muestra que la diferencia de precisién E es minima cuando
D2H, = D*2H*. Asi pues nos conviene escoger los arboles de la muestra de forma tal que
la media empirica de su tamafio D?H sea igual a D*2H*. En la practica la media empfirica
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de los D?H de la muestra no serd jamas exactamente igual a D*2H*, asi que también nos
conviene maximizar el denominador Y°;(D?H; — D2H,)?, es decir, maximizar la varianza
empirica de los valores de D?H de la muestra. Al final de cuentas, el plan de muestreo que
maximiza la precisién de la prediccién del volumen de un &rbol de D?H igual a D*2>H*
consiste en elegir n/2 arboles de D?H igual a D**H* — A y n/2 arboles de D*H igual a
D*2H*+ A, con A tan grande como sea posible (Figura 2.2). Este plan de muestreo permite

n/2 arboles

. Volumen?

n/2 arboles

(UL » Tamano (DQH)

D?*H
A A

Figura 2.2 — Plan de muestreo que optimiza la precisiéon de la prediccion del volumen para
un arbol en particular. La desviacién del tamano A debe ser también la mayor posible.

omitir el término que depende de D*2H* en (2.3), de modo que esta relacién se simplifica
en:

(1+E?-1x

S|

Para E = 5%, se obtiene entonces n = 10 arboles. La optimizacién del plan de muestreo
permitié “ahorrar” 88 arboles en la mediciéon con respecto al plan de muestreo que consis-
tia en tomar arboles al azar. Sin embargo, el plan de muestreo optimizado depende de la
estimacion del volumen de un arbol de tamano D*2H*. No estad optimizado para estimar
el volumen de un arbol de cualquier otro tamafio. Asi vemos la limitaciones de este razo-
namiento porque un modelo de volumen no se elabora habitualmente, por no decir nunca,
para predecir el volumen de un solo tamafio de arboles.

Mas grave aun, el plan de muestreo optimizado suele depender del modelo de super-
poblacién y puede llevar a estimaciones erréneas si dicho modelo no corresponde a la reali-
dad. La Figura 2.3 lo muestra bien. El plan de muestreo optimizado para un tamano D*? H*
dado lleva a elegir puntos extremos (en negro en la Figura 2.3) para la muestra. Esta si-
tuacion es critica para una regresiéon lineal ya que el hecho de tener dos grupos de puntos
alejados va a dar una R? elevada sin que se sepa lo que ocurre realmente entre las dos. Si
la relacién lineal supuesta para el modelo de sobrepoblacién es exacto (Figura 2.3 izquier-
da), entonces no hay problemas: el volumen predicho para el modelo (representado por una
estrella) serd efectivamente préximo al volumen real (punto grisdceo). En cambio, si nos
equivocamos para el modelo de sobrepoblacién, entonces el volumen predicho sera erréneo:
es lo que se ve en la Figura 2.3 derecha (en la que los puntos de muestra en negro son exac-
tamente los mismos que los de la Figura 2.3 izquierda), donde la relacién tamafio-volumen
es en realidad parabdlica y no lineal. En la practica, la forma de la relacién tamano-volumen
(v, en consecuencia, del modelo) no se conoce de antemano y, por tanto, conviene hacer un
muestreo de los arboles en todo el intervalo de variacién del tamano de forma tal que se vea
el caracter de la relacién tamafio-volumen.
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Figura 2.3 — Prediccion del volumen mediante una regresion lineal apoyandose en los puntos
extremos (en negro) cuando la relacién tamano-volumen es efectivamente lineal (a la izquier-
da) y cuando no lo es (a la derecha). Los puntos negros son los mismos en ambos casos. La
estrella indica el volumen predicho para la regresion lineal apoyandose en los puntos negros,
mientras que el punto gris indica el volumen real correspondiente a D*?>H*.

2.1.2. Prediccién del volumen del rodal

Supongamos ahora que el objetivo sea predecir el volumen de todo un rodal. Para hacerlo
partimos primero del supuesto de que se miden el didmetro D y la altura H de todos los
arboles del rodal, siendo N el nimero total de drboles del rodal (incluidos los n arboles de
la muestra). Después de una nueva numeraciéon de los arboles, se dispone de una medicién
del volumen V para i =1, ..., n y de una medicién del tamano D?H para i =1, ..., N.
El estimador del volumen total del rodal deducido del modelo de volumen es:

N
Viot = »_(a+ bD}H;)
=1

lo que también se puede escribir: Vios = NV, donde: V = a + bD2H representa el volumen
medio de los arboles del rodal, y D2H = (YN, D?H;)/N es el diametro promedio de los
arboles del rodal. En la medida en que el modelo de volumen se obtiene por regresion lineal
de (Vi, ..., Vi) con relacién a (D3Hy, ..., D2H,), los valores numéricos de los coeficientes
a y b verifican que (Saporta, 1990, p.363): V. = a + bD2H., donde V., = (3", V;)/n sea el
volumen promedio de los arboles de la muestra y D2H, = (3., D?H;)/n sea el tamafio
promedio de los arboles de la muestra. Por sustracciéon se llega al siguiente resultado:

V =V, +b(D?H — D2H.) (2.4)

En esta ecuacién se prestaréd especial atencién a que V' y D2H sean las medias de todo el
rodal al tiempo que V. y D2H, son las medias de la muestra. Ademads ﬁ, ﬁe y V. son
resultado de las mediciones, mientras que V es la cantidad que se trata de estimar.

En la férmula (2.4), se reconoce el tipo de estimadores bien conocido en la teoria de
muestreo: los estimadores de la regresion. La teoria de los estimadores de la regresién se
expone con todo detalle en Cochran (1977, Capitulo 7) o en Thompson (1992, Capitulo 8).
En el marco forestal se pueden hallar presentaciones sobre los estimadores de la regresién
en de Vries (1986) y en Shiver & Borders (1996, Capitulo 6) (el primero es méas bien tedrico,
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y el segundo més bien practico). La teoria de los estimadores de la regresién se aplica en el
caso de una relacién lineal entre la cantidad que se debe predecir (V en el ejemplo anterior)
y una variable auxiliar (D?H en el ejemplo anterior). Por el contrario esta teoria est4 menos
desarrollada en el caso de las relaciones no lineales o de regresiones multiples aunque estos
casos son frecuentes para los modelos de volumen.

La semiamplitud del intervalo de confianza en el umbral « (tipicamente 5 %) de V es
igual a (Cochran, 1977, p.199; Thompson, 1992, p.83):

1 1 D?H — D?H,)?
tpo O 4| —— — + n( 3 L) (25)
n N 3L (DiH; — D*H.)?

Cabe observar que el minimo de esta amplitud es cero, que se alcanza cuando todo el rodal
estd incluido en la muestra (n = N, lo que conlleva D2H = D?H.). Igual que antes, el plan
de muestreo 6ptimo es tal que D2H, sea lo mds cercano posible de D2H, con una varianza
empirica maxima de D?H en la muestra.

En la derivacién del estimador de la regresién, partimos del supuesto de que el tamafio
D?H se mide en todos los drboles del rodal para llegar a la estimacion del volumen total V.
En la practica un protocolo de medicién mas realista es el siguiente: se mide el tamafio de los
arboles en la muestra de tamafio n’ < N; se mide al mismo tiempo el tamaifio y el volumen en
una submuestra de tamano n < n’ de dicha muestra. La regresién del volumen con respecto
al didmetro (es decir la tabla de volumen) se realiza a partir de una submuestra; se deduce
una estimacion del volumen de la muestra, luego, por extrapolacién, de todo el rodal. Esta
estrategia de muestreo se llama muestreo doble. Su teoria se presenta en Cochran (1977,
Section 12.6) o, de manera mdas pragmatica, en Shiver & Borders (1996, Capitulo 7). Su
aplicacién a la estimacion de la biomasa de los rodales fue elaborada por Cunia (1987b,c,d).

Por 1ltimo, las propiedades del estimador de la regresion (2.4) son conocidas en la teoria
clasica del muestreo que no necesita la hipétesis del modelo lineal (2.1) sino que considera
que la tnica fuente de variabilidad es el muestreo. En el caso de un plan de muestreo
aleatorio simple y para un tamafio de muestra n suficientemente grande, en la teoria clasica
la varianza de V' es aproximadamente igual a (Cochran, 1977, p.195; Shiver & Borders, 1996,
p.181):

_ [ 2
LN s o (SR VoD - DPH)

- sz - _e 2 - e p—
e PO " (DVH, DL

Var(V) = (2.6)

y la semiamplitud del intervalo de confianza en el umbral a (tipicamente 5 %) de V es
aproximadamente igual a (Thompson, 1992, p.80; Shiver & Borders, 1996, p.185):

tn_o \/ Var(V)

Esta tltima expresion es considerada mas adecuada que la expresién (2.5) cuando la realidad
se desvia del modelo de super-poblacién (2.1) (Thompson, 1992, p.84).

En conclusién, este ejemplo simple muestra a la vez las ventajas y los limitaciones del
muestreo para planificar los modelos de volumen: ventajas porque la teoria de muestreo per-
mite planificar el nimero minimo de arboles que deben medirse para alcanzar una precisién
dada en las predicciones y permite optimizar el plan de muestreo; limitaciones porque el
razonamiento supone conocer de antemano la forma de la tabla de volumen (y el modelo
de super-poblacién implicito) y usar dicho modelo para una aplicaciéon dada. Ninguno de
estos dos requisitos previos puede verificarse en la practica. Ademas, los célculos que son
relativamente simples en el caso del modelo lineal que acabamos de presentar, se vuelven
rapidamente inextricables para modelos mas realistas.
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2.2. Muestreo para la construccion de un modelo

Primero consideremos el problema de la prediccion del volumen o de la biomasa de
un arbol en particular con la ayuda de un modelo. ;Cuantos arboles hay que medir para
elaborar dicho modelo (§2.2.1)?7 ;Cémo elegir esos arboles dentro del rodal? Esta segunda
pregunta implica: jcémo desglosar los drboles de la muestra en funcion de las variables de
entrada del modelo, empezando por su tamaiio (§2.2.2)7 Llegado el caso, jcémo estratificar
la muestra (§2.2.3)7 ;Es mejor seleccionar individuos de la muestra en distintos lugares del
bosque o, por el contrario, hacer un inventario de todos los arboles de una parcela dada
(§2.2.4)7

2.2.1. Nuamero de arboles

Debido a los limites de la teoria de muestreo, el niimero de arboles cubicados o pesados
(en otras palabras, el tamafio de la muestra) se suele elegir de forma empirica, a partir de
reglas resultantes de la experiencia. Un principio general es que, a igualdad de precisién,
el tamano de la muestra debe ser mucho mayor cuanto més variable sea el material: hacen
falta menos arboles para una plantacién de clones que para un bosque tropical natural,
para una especie dada que para un grupo de especies, o para una parcela de 10 ha que
para una regiéon natural. En ciertos casos, como para la biomasa de las raices, es el costo
de la medicién lo que orienta la eleccién del tamano de la muestra mas que la precision
supuesta de las predicciones: se elegird un ntimero de arboles que genera una cantidad de
trabajo aceptable para la medicién. A titulo indicativo, para la construcciéon de una tabla
de volumen, la guia para agentes forestales Mémento du forestier (CTFT, 1989, p.256)
recomienda que se midan unos 100 arboles “en caso de uno o varios rodales de plantacién
reciente en una superficie restringida (tipo parcelas de investigacion silvicola)”. Pardé &
Bouchon (1988, p.108), por su parte, recomiendan los tamanos de muestra dados en el
Cuadro 2.1, en funcién de la superficie de la zona en la cual se quiere usar el modelo. Zianis
et al. (2005) efectuaron compilaciones del modelo de volumen y de biomasa para Europa
y Henry et al. (2011) para Africa subsahariana. Los tamafios de las muestras utilizadas
para los modelos mencionados en esas resenas bibliograficas, permiten hacerse una idea del
trabajo de muestreo realizado. Chave et al. (2004) demostraron que usando 300 arboles
para elaborar un modelo de biomasa, la estimacién de ésta en un bosque tropical hiimedo
(Isla de Barro Colorado en Panaméd) daba un coeficiente de variacién de apenas 3,1 %.
Dicho coeficiente superaba el 10 % cuando el niimero de arboles usados para elaborar el
modelo de biomasa estaba por debajo de 50, con una reduccién del coeficiente de variacién
aproximadamente proporcional a 1/y/n (Chave et al., 2004, Figura 3). Van Breugel et al.
(2011) encontraron la misma disminucién en la precisién de la estimacién con el tamafio de
la muestra usada para elaborar el modelo de biomasa para n comprendida entre 49 y 195
arboles.

Cuanto mas costosa resulta una observacién en términos de tiempo y de esfuerzo de
medicién, mas se tiende a realizar el plan de muestreo en funcién del trabajo de muestreo
que se esta dispuesto a realizar en vez de hacerlo en funcién de la precision de la estimacion
esperada. Al ser la biomasa epigea de un arbol més dificil de medir que el volumen de su
fuste, los modelos de biomasa tienden a elaborarse a partir de menos observaciones que los
modelos de volumen. Algunos modelos de biomasa se elaboran solamente a partir de unas
pocas mediciones (8 drboles para Brown et al., 1995 en Brasil, 12 arboles para Ebuy Alipade
et al., 2011 en la Reptublica Democratica del Congo, 14 arboles para Deans et al., 1996, 15
arboles para Russell, 1983 en Brasil). Los modelos para las raices, que exigen todavia més
trabajo de medicion, suelen basarse en tamanos de muestras aun menores. Los modelos
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Cuadro 2.1 — Namero de arboles por medir para determinar una tabla de cubicacion en
funcién de la superficie sobre la que se la quiere utilizar: recomendaciones de Pardé &
Bouchon (1988).

Zona n
Rodal tinico y homogéneo 30
Parcela de 15 ha 100
Bosque de 1000 ha 400
Regién natural 800
Area de la especie 2000 a 3000

elaborados con muestras tan pequenas generalmente son poco fiables y sélo tienen una
validez muy local. Sin embargo, estos pequefios conjuntos de datos pueden agruparse luego
en conjuntos mayores que, a su vez, tienen ventajas para ajustar modelos (siempre y cuando
se sepa controlar mediante covariables como edad, densidad de la madera, o por factores
de estratificacién como especie, tipo de formacién vegetal, etc., la variabilidad inducida al
reunir los datos).

2.2.2. Clasificacion de los arboles

La clasificacion de los drboles de la muestra en funcién de su tamano (y, en lineas més
generales, en funcién de las variables utilizadas como entrada del modelo), en principio,
puede optimizarse. En el caso de una regresién lineal, por ejemplo, la semiamplitud del
intervalo de confianza en el umbral « del gradiente de regresién es (Saporta, 1990, p.367):

A

g

th—

donde t,,_ es el cuantile 1 —a/2 de una distribucién de Student con n—2 grados de libertad,
6 es la desviacion estandar empirica de los residuos del modelo, n es el tamaio de la muestra
y Sx es la desviacion estandar empirica de la variable de entrada X dentro de la muestra:

n n
S2Zl XZ'—X2 donde X:l Xl
k=2 ) "2
Cuando mayor sea Sx mas precisa serd la estimacion de la pendiente, lo que, para un tamafio
de muestra fijo, nos da un desglose de los arboles parecido al de la Figura 2.2. Ya vimos
los limites de este razonamiento: aunque el plan de muestreo que consiste en tomar arboles
en los dos extremos del gradiente de tamano resulta éptimo cuando se ha verificado bien la
hipétesis de una relacién lineal, lleva a estimaciones erréneas cuando la relacién no es lineal
(Figura 2.3). Por tanto, en la practica, conviene muestrear los drboles en todo el gradiente
de tamano de modo para garantizar la forma de la relaciéon entre su volumen (o su masa) y
su tamano.
La teoria de las superficies de respuesta (Box & Draper, 1987; Goupy, 1999; Myers
& Montgomery, 2002) permite optimizar la clasificacién de los arboles en funcién de su
didmetro a la altura del pecho (y, en lineas mas generales, en funcién de las variables usadas
como entrada en el modelo). No vamos a entrar en los detalles de esta teoria sino que
nos contentaremos con algunos principios generales. El primero es extender al maximo el
gradiente de tamafio de los arboles de la muestra.
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Si la varianza del volumen (o de la masa) es constante, cualquiera que sea el tamano del
arbol, la regla es medir la misma cantidad de drboles en cada clase de tamano (Pardé &
Bouchon, 1988, p.108; CTFT, 1989, p.256). Para la muestra, tomar un nimero de arboles
por clase de tamaiio proporcional a la magnitud de esa clase en el rodal (en otras palabras,
escoger los arboles al azar) serfa un error. Sin embargo, la varianza del volumen raramente
es constante; generalmente aumenta con el tamano (heterocedasticidad de los residuos). En
este caso la regla es aumentar la intensidad del muestreo de las clases mas variables de forma
que se garantice mayor precision. En teoria, dentro de una clase de tamano dada, lo ideal
es medir una cantidad de arboles proporcional a la desviacién estandar del volumen de los
arboles de esa clase (CTFT, 1989, p.256). En la practica, cuando la variable de entrada es el
diametro a la altura del pecho, una regla empirica consiste en tomar un niimero de arboles,
constante por clase de area basal, lo que garantiza una mejor representacion de los arboles
de gran didmetro (CTFT, 1989, p.256-257).

El razonamiento se aplica también a otras variables explicativas. Si la variable de entrada
del modelo es D?2H, se desglosaran los arboles segtin las clases de D?>H. Para los modelos de
biomasa pluriespecificos la densidad de la madera p se suele usar como variable de entrada
(con la especificidad que se da a nivel de la especie y no a nivel del drbol). Para un modelo
pluriespecifico que usa el diametro D y la gravedad especifica de la madera p como variable de
entrada, una classificacion adecuada de los arboles de la muestra consistiria en distribuirlos
de forma uniforme por clase de didmetro y por clase de densidad de la madera.

2.2.3. Estratificacion

Mostramos que escoger los arboles al azar al clasificarlos por tamano, dando una proba-
bilidad de inclusion igual a todos los arboles, no es un plan de muestreo éptimo. La estra-
tificacion también pretende tener en cuenta informaciones exdgenas para definir estratos de
muestreo homogéneos y asi mejorar la precisién de las estimaciones. Al igual que antes, el
principio es aumentar la intensidad de muestreo de los estratos méas variables (con respecto
a los otros estratos). Para retomar el ejemplo del parrafo 2.1, la varianza del estimador de
regresién V' en el caso de un muestreo estratificado (Cochran, 1977, p.202):

— Nh 2 1 —nh/Nh {nh = 2
ar N V T Le

nh(nh — 2) o

_ [ 2
[0 (Vis = Ven) (D3, Hyi — D?He,)| .
2?21(Di2thi — D?Hep)? '

donde h designa el estrato, Nj es el nimero de individuos del rodal que pertenecen al
estrato h, ny es el nimero de individuos de la muestra que pertenecen al estrato h, Vj; es el
volumen del i-ésimo individuo del estrato h dentro de la muestra, V., es la media empirica
del volumen promedio en el estrato h de la muestra, etc. Esta férmula remplaza a (2.6). Para
ilustrar el aumento de precisién aportado por la estratificacién demos un pequefio ejemplo
numérico. Para simplificar, supongamos que hay dos estratos y que cada uno corresponde
al 50 % del rodal (de forma tal que Ni/N = Na/N = 0,5), y que se muestrea dentro de
cada estrato de forma tal que el segundo término entre corchetes de (2.7) sea despreciable.
Ademas se supone que n; < Ni y ny < No. La varianza del estimador de la regresién es
entonces aproximadamente proporcional a:

Var(V) o — {1i(vlive1)2}+ ! {li(vmﬁgzﬁ}

n1—2 ni i—1 712—2 ny =1
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Los términos entre corchetes representan las varianzas del volumen entre estratos. Supon-
gamos que la desviacién estandar del volumen sea de 4 m? en el primer estrato y de 2 m3
en el segundo. El tamano total de la muestra se fija en ny; + ny = 60 individuos. Si se
tiene en cuenta la estratificacion, es decir, si se elige el nimero de arboles en cada estrato
proporcionalmente a la frecuencia Ny /N del estrato en el rodal, entonces tenemos en este
caso la misma cantidad de arboles en cada estrato de la muestra: ny = ny = 30 individuos.
La varianza del estimador de la regresién es entonces aproximadamente:

42 22
30—2+30—2

=0,71 m®

Por el contrario, si determinamos el nimero de arboles en cada estrato proporcionalmente
a la desviacién estandar del volumen en el estrato, entonces: ny = 2ns, donde n; = 40
individuos y ng = 20 individuos. La varianza del estimador por regresion es entonces apro-
ximadamente:
v 2 _ 0,64 m°

02 20_2 Om
Asi pues vemos que, desde el punto de vista de la varianza del estimador, 30+ 30 no es igual
a 40 + 20. Por otro lado, se podra verificar que el minimo de la funcién que en n; asocia
16/(n1 — 2) +4/(58 — n1) se obtiene para n; = 39,333.

Desde el punto de vista de la teoria de muestreo, la estratificacién tiene por objeto
aumentar la precisién de la estimacion ajustando el plan de muestreo a la variabilidad dentro
de cada estrato. Pero, desde el punto de vista de la elaboracién de unmodelo de volumen, la
estratificacién tiene un segundo objetivo tan importante como el primero: comprobar que la
relacién entre el volumen (o la biomasa) y el tamano de los arboles sea la misma dentro de
cada estrato y, llegado el caso, elaborar el modelo para tantas relaciones como sea necesario.
Este segundo punto estd implicito en la formula (2.7) que se basa en un ajuste una pendiente
b diferente (cf. ecuacion 2.2) para cada estrato.

En resumen, la estratificacién tiene por objeto explorar la variabilidad dentro de la zona
de estudio para (i) hacer variar, llegado el caso, la forma del modelo en funcién de los
estratos y (i) adaptar el plan de muestreo a la variabilidad dentro de los estratos. Con
frecuencia, para la elaboracién de un modelo de volumen, el punto () prima sobre el punto
(i), mientras que ocurre lo contrario en la teoria de muestreo. La Figura 2.4 presenta estos
dos objetivos.

Factores de estratificacion

Todo factor capaz de explicar la variabilidad dentro de la zona de estudio puede con-
siderarse: edad del rodal (sobre todo en el caso de plantaciones), fertilidad, sitio ecolégico,
tratamiento silvicola, variedad o especie, elevacion, profundidad de nivel freética, etc. (Par-
dé & Bouchon, 1988, p.106; CTFT, 1989, p.255). Los factores de estratificacién pueden ser
anidados: estratificacién segtn la region morfopedoldgica, luego segun la fertilidad dentro
de cada region, después segiin la edad dentro de cada clase de fertilidad, a continuacién la
densidad dentro de cada clase de edad. La “finura” de los factores de estratificacion debe
adaptarse también al contexto. Los factores de estratificacién no seran los mismos segin
se razone a escala global como Brown (1997), a escala de un paisaje como van Breugel
et al. (2011), o a escala de una plantacién de clones como Saint-André et al. (2005). Brown
(1997) propone modelos para todas las especies para las zonas climéticas (bosque seco, bos-
que muy himedo). En el otro extremo, en una parcela de medicién de intercambio gaseoso
(eddy-correlation), con objeto de comparar las estimaciones de la produccién neta de un
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Figura 2.4 — Prediccién del volumen en funcién del tamano para dos estratos (correspon-
dientes a los puntos negros y blancos): arriba a la izquierda, los dos estratos corresponden
a dos varianzas de los residuos (varianza mas elevada para los puntos blancos que para los
negros) pero la relacién es la misma; arriba a la derecha, tanto la varianza como la relacién
varian entre los estratos; abajo, la situacién es la misma que arriba a la derecha pero el
segundo estrato fue objeto de un submuestreo de forma tal que se puede pensar que se trata
de la misma relacién entre los dos estratos.
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ecosistema (NEP), la estratificacién podra hacerse en funcién de la edad de la parcela, de
la estacion y de la huella de la torre de flujo.

Las especies como factor de estratificacion

Para las formaciones naturales que contienen diversas especies, estas pueden considerarse
también como un factor de estratificacion. Para las formaciones pluriespecificas es habitual
elaborar un modelo de volumen para cada especie (o, al menos, para las méas abundantes), y
luego intentar reagruparlas sea por género o reuniendo todas las especies (modelo de “todas
las especies”). Al fusionar los datos se aumenta el tamano de la muestra, lo que es intere-
sante si compensa el aumento de la variabilidad asociado a la mezcla de diferentes especies.
Comparado a un modelo monoespecifico, el uso de un modelo pluriespecifico equivale a in-
troducir un sesgo de prediccién, que se puede considerar como la variabilidad entre especies.
Van Breugel et al. (2011) cuantificaron de este modo el sesgo de prediccién resultante de la
suma de diversas especies. Asi pues, fusionar los datos relativos a varias especies es venta-
joso si el aumento de variabilidad dentro de una misma especie, aportada por esta fusion,
compensa la variabilidad interespecifica introducida. No obstante hay que garantizar que
(7) esta fusion tenga sentido y que (i7) los tamanos de la muestra relativos a las diferentes
especies sean comparables (Figura 2.4). Cuando de entrada procuramos elaborar un modelo
“de todas las especies” (lo que suele ser el caso para los modelos de rodales naturales), hay
que tener cuidado que la eleccién de los individuos que formaran parte de la muestra sea
independiente de su especie, para no sesgar el modelo en favor de una especie en particular.

Asignacién entre estratos

Una vez identificados los estratos, se adaptaré el plan de muestreo en funciéon de reglas
empiricas. Si se dispone de una estimacioén a priori de la variabilidad del volumen (para mo-
delo de volumen) o de la biomasa (para un modelo de biomasa) dentro de cada estrato, una
regla empirica es tomar una intensidad de muestreo proporcional a la desviacion estandar
en cada estrato. Si no se dispone de una estimacién a priori de la variabilidad, se tratara de
tomar una intensidad de muestreo constante dentro de cada estrato (lo que no corresponde
a un muestreo al azar puesto que los estratos no tienen la misma frecuencia en el rodal).

Modelos parametrizados

La informacién relativa a los estratos se incorpora luego al modelo de volumen creando
un modelo diferente para cada estrato. Se puede probar si los modelos adaptados a los dos
estratos son significativamente diferentes y, llegado el caso, fusionar ambos conjuntos de
datos para elaborar un modelo tnico. También se podria hacer un modelo parametrizado
a partir de los modelos para los distintos estratos siguiendo el principio del modelo mixto:
los propios parametros del modelo se convierten en funciones de variables que definen los
estratos. Estos distintos puntos se desarrollaran en las Secciones siguientes dedicadas a la
elaboracién propiamente dicha de los modelos de biomasa o de volumen. Como ejemplo,
Ketterings et al. (2001) elaboraron modelos de biomasa individuales con una entrada en
forma de potencia:

B=aD’

donde D es el didmetro a la altura del pecho y B su biomasa, para los distintos arboles de
las diferentes especies en distintos lugares de la provincia de Jambi en Sumatra, Indonesia.
El factor de sitio también se tuvo en cuenta en el pardmetro b que se escribié como b = 2+¢,
donde c es el parametro de la ecuacién alométrica que asocia la altura al didmetro en cada
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lugar: H = kD*¢. El factor especie, por su parte, se tomd en cuenta en el pardmetro a que se
describié como a = rp, donde p es la densidad de la madera de la especie y r un parametro
constante. El modelo final, valido para todas las especies en todos los lugares, es un modelo
parametrizado:

B = rpD**t¢

2.2.4. Seleccidén de los arboles

Una vez definida la composicion de la muestra, hay que determinar los arboles que se
mediran en el campo. Dado que se trata de mediciones que demandan mucho tiempo y
energia y, en el caso de la biomasa, son destructivas, la eleccién de los arboles debe efec-
tuarse cuidadosamente. Una de las estrategias adoptadas por algunos para elaborar modelos
de biomasa consiste en cortar todos los drboles en un area determinada (por ejemplo, en
media hectarea). Esto tiene la ventaja de matar dos pajaros de un tiro, ya que aporta al
mismo tiempo una estimacién de la biomasa del rodal y observaciones individuales para
la elaboracion del modelo. En términos practicos, el espacio liberado por la corta de los
primeros arboles facilita luego la corta de los siguientes. Pero esta estrategia presenta un
gran inconveniente: la distribucion de los tamafios de los arboles en el rodal tiene muy pocas
posibilidades de coincidir con la clasificacion deseada de los drboles de la muestra por clase
de tamano, por lo que llevard a una distribucién de tamafios de arboles de la muestra que
no sea éptima. Lo mismo ocurrird con todo factor usado para estructurar la muestra (clases
de densidad de la madera, estratos, etc.). Ademds, la perturbacién del rodal a esta escala
tiene a veces consecuencias inesperadas. Djomo et al. (2010) mencionan una parcela que fue
invadida por hormigas después de la corta de arboles, en tal magnitud que no fue posible
mdir la biomasa de los arboles. Esta estrategia de elegir arboles tendra que evitarse en las
zonas infestadas por hormigas Wasmannia, porque sus ataques son altamente peligrosos.

En vez de elegir todos los arboles dentro de un area determinada, conviene seleccionar
arboles uno por uno en funciéon de las necesidades identificadas para construir la muestra.
Esta estrategia puede demorar més para ponerse en practica ya que necesita que se iden-
tifiquen individualmente los arboles. Teniendo en cuenta las dificultades impuestas por la
medicién de la biomasa de los drboles (cf. Capitulo 3), entre todos los arboles que satisfacen
los criterios del plan de muestreo, se elegiran los que sean de mas facil acceso.

2.3. Muestreo para estimar un rodal

Consideremos ahora el problema de la prediccién del volumen o de la biomasa de un
rodal. Desde un punto de vista estadisticamente riguroso, habria que considerar toda la
cadena de propagacion de errores como descrita en la Figura 2.1 (Parresol, 1999). Esto nos
lleva a plantearnos las cuestiones del doble muestreo y de estimadores de la regresién, como
las definidas en la Seccién 2.1.2. Cunia (1987b,c,d), Chave et al. (2004) y van Breugel et al.
(2011) son raros ejemplos donde se tuvo en cuenta efectivamente la cadena de propagacién
de errores completa y donde el error de estimacion de la biomasa de un rodal fue vinculado
al tamafio de la muestra de arboles utilizada para elaborar el modelo de biomasa necesario
para esta estimacion. En la practica, generalmente se simplifica el problema considerando
el modelo como exacto y sin ningtn error de prediccién. Esta aproximacion que equivale a
desvincular el muestreo del rodal usado para predecir su volumen o su biomasa, del muestreo
de los arboles para elaborar el modelo, reduce el primero a un problema clasico de inventario
forestal.
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No nos detendremos en esta cuestién del inventario forestal porque, por un lado, sigue
siendo marginal con respecto al objetivo central del presente manual y, por otro, porque ya
ha sido objeto de numerosas obras (Loetsch & Haller, 1973; Lanly, 1981; de Vries, 1986;
Schreuder et al., 1993; Shiver & Borders, 1996; West, 2009). No obstante, presentaremos
algunos aspectos relativos a la estimacién de la biomasa de un rodal.

2.3.1. Unidad de muestreo

Mientras que para la construcciéon de un modelo de biomasa es possible seleccionar los
arboles que se incluirdn en la muestra en forma individual, esta estrategia de muestreo no
es realista cuando se trata de estimar la biomasa de un rodal. En este caso, optar mas bien
por medir todos los arboles dentro una area dada, incluso repitiendo esta técnica en otra
area para ampliar el tamano de la muestra. Esta area o parcela se convierte entonces en
la unidad de muestreo. Asumimos que n es el numero de parcelas inventariadas, IV; es el
nimero de arboles encontrados en la i-ésima parcela (i =1, ..., n), y B;; es la biomasa del
j-ésimo arbol de la i-ésima parcela (j = 1, ..., N;), calculada con el modelo de biomasa
y de las caracteristicas medidas del arbol. El ntimero N; es aleatorio pero, para un arbol
dado, la prediccion de B;; es determinista. se considera como determinista. La biomasa de
la i-ésima parcela es entonces: B; = Zév;'l B;;.

Siendo A la superficie de una parcela de muestreo y A a superficie del rodal. En un
modelo de super-poblacién, la biomasa del rodal se estima entonces mediante: (A/A) B,
donde B = (3., B;)/n es la biomasa promedio de una parcela. Generalmente se considera
que se conocen exactamente A y A. El error de estimacién de la biomasa del rodal se
desprende entonces del de la biomasa media B.

2.3.2. Relacion entre el coeficiente de variacion y el tamaiio de las parcelas

Segun el teorema central del limite, el intervalo de confianza en el umbral « de la es-
peranza de la biomasa de una parcela corresponde a la ecuacién siguiente (Saporta, 1990,
p.304). Esta expresion es exacta cuando la biomasa sigue una distribucién normal o en el
limite en el cual el nimero de parcelas tiende al infinito.

Sp
vn—1

donde ¢,_1 es el cuantile 1 — /2 de una distribucién t de Student con n — 1 grados de
libertad, y Sp es la desviacion estandar empirica de la biomasa de una parcela:

zn:(Bz' - B)?
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Por definicién, la precision de la estimacion E en el umbral « es la razén entre la semiam-
plitud del intervalo de confianza en el umbral « y la biomasa promedio:

; Sg _y CVp
n_IB\/n 1 n-l vn—1

donde CVp = Sp/B es el coeficiente de variacién de la biomasa. Al redondear t,_1 a 2, el
tamano de la muestra n necesaria para alcanzar una precisién de estimacién dada de E es:
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(2.8)
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El coeficiente de variaciéon de la biomasa de una parcela de superficie A es por tanto el
elemento esencial para construir el plan de muestreo. Ademaés, como se desconoce a priori
la superficie A de las parcelas, en realidad hay que conocer la relacién entre el coeficiente
de variacién de la biomasa y la superficie A de las parcelas.

La derivacion exacta de la relacién entre A y CV g exige especificar un modelo capaz de
describir la distribucién espacial de los arboles. La teoria de procesos puntuales responde
a dicha necesidad (Cressie, 1993; Stoyan & Stoyan, 1994). El calculo exacto de la relacion
entre Ay CVp en el marco de un proceso puntual es viable pero complicado (Picard et al.,
2004; Picard & Bar-Hen, 2007). El calculo exacto permite darse cuenta de dos cosas:

1. aunque la forma de las parcelas tenga un efecto sobre el coeficiente de variacién (como
se ha demostrado empiricamente, cf. Johnson & Hixon, 1952; Bormann, 1953), tiene
un efecto despreciable comparado al tamano de las parcelas;

2. la relacién entre A y CVp puede aproximarse por una relaciéon de potencia (Fair-
field Smith, 1938; Picard & Favier, 2011):

CVp =kA™ ¢

En la préctica es esta relacion de potencia la que suele especificarse. Intuitivamente, el valor
¢ = 0,5 corresponde a una distribucién espacial aleatoria de la biomasa dentro del rodal;
un valor 0 < ¢ < 0,5 corresponde a una distribucién espacial agregada de la biomasa; y un
valor ¢ > 0,5 corresponde a una distribucién espacial regular de la biomasa (CTFT, 1989,
p-284). Usando los datos de la biomasa de una parcela de gran tamaifio en Paracou, en la
Guayana Francesa, Wagner et al. (2010) descubrieron que:

CVp =557 x A79430 (A enm?, CVp en%)

Segun la interpretacion anterior, esto corresponde a una distribucion espacial ligeramente
agregada de la biomasa. En la Amazonia brasilena, Keller et al. (2001) encontraron la rela-
cién siguiente (ajustada a los datos de su Figura 4 con R? = 0,993 con datos transformados
logaritmicamente):

CVp =706 x A7%30 (A enm? CVpen%)

El valor menor (en valor absoluto) del exponente refleja una distribuciéon espacial de la
biomasa mucho méas agregada que en la Guayana Francesa. Un estudio parecido fue realizado
por Chave et al. (2003) usando los datos de una parcela de 50 ha en la Isla de Barro Colorado
en Panamd. Chave et al. (2003) reportaron en su Cuadro 5 los valores de la amplitud del
intervalo de confianza al 95 % no para la esperanza de la biomasa de una parcela sino para
la esperanza de la biomasa por unidad de superficie. La amplitud del intervalo de confianza
al 95 % de la esperanza de la biomasa de una parcela corresponde entonces a la amplitud
reportada por Chave et al. (2003) multiplicada por la superficie de la parcela, o sea:

Sp
vn—1

donde A es la amplitud del intervalo de confianza al 95 % mencionado por Chave et al.
(2003) en su Cuadro 5. De eso se deduce:

oV _5’73_ AAv/n —1 _ Av/n —1
B=B 7 o, B 2twy_ipu
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Cuadro 2.2 — Coeficiente de variacién de la biomasa de una parcela en funcién de su tamano:
datos tomados del Cuadro 5 de Chave et al. (2003) para la Isla de Barro Colorado en Panama.

A n A CVpg
(1m2) (Mgha!) (%)
100 5000 7.4 1145
200 2500 18,7 87,0
400 1250 20,0 65,7
1000 500 21,4 444
2500 200 20,1 26,2
5000 100 9224 20,5
10000 50 23,5 14,9

donde j es la biomasa promedio por unidad de superficie, igual a 274 Mgha~! en el estudio
de Chave et al. (2003). El Cuadro 2.2 completa el Cuadro 5 de Chave et al. (2003) con el
valor de CV g calculado de ese modo. Los valores de CV g dados en el Cuadro 2.2 se ajustan
muy bien (R? = 0,998 con datos transformados logaritmicamente) a la relacién de potencia
siguiente que toma en cuenta el tamano de las parcelas:

CVp =942 x A7940 (4 enm?, CVp en%)

La variabilidad de la biomasa (representada por el valor del coeficiente multiplicador k =
942) es mayor que en Paracou pero la estructuracion espacial de la biomasa (representada
por el exponente ¢ = 0,45) es bastante parecida a la observada en Paracou por Wagner
et al. (2010). Ademads, el hecho de que ¢ se aproxime al valor 0,5 representa una pequena
agregacién espacial de la biomasa. Chave et al. (2003) por otro lado, subrayan que no hay
una autocorrelacién espacial significativa de la biomasa (lo que corresponderia a ¢ = 0,5, o
a un valor constante de A).

2.3.3. Eleccion del tamaiio de las parcelas

La eleccién del tamano de las parcelas de muestreo puede hacerse de forma tal que
optimice la precisién de la estimacién en funcién de un esfuerzo de muestreo (Bormann,
1953; Schreuder et al., 1987; Hebert et al., 1988), o de manera tal que minimice el esfuerzo
de muestreo para una precisién dada de la estimacién (Zeide, 1980; Gambill et al., 1985;
Cunia, 1987c,d). Estos dos puntos de vista son duales uno con respecto al otro y llevan al
mismo optimo. El trabajo de muestreo puede cuantificarse sencillamente mediante la tasa
de muestreo n x A/A o, en forma mas realista, mediante el costo cuya expresién es mas
compleja. Examinemos ambas opciones.

Tasa de muestreo fijo

A una tasa de muestreo constante, el drea A y el niimero n de parcelas de muestreo estan
unidas por una relacién inversamente proporcional: n o 1/A. La eleccién del tamano de las
parcelas se reduce a la pregunta siguiente: “;conviene mas tener pocas parcelas grandes o
muchas parcelas pequenas?”, lo que también se llama el dilema SLOSS (del inglés “single
large or several small”; Lahti & Ranta, 1985). Si calculamos la relacién n < 1/A en (2.8) (y
considerando que t,,—1/v/n — 1 es ligeramente diferente a 2/y/n):

EOCQCVB\/Z
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Si la distribucién espacial de la biomasa es aleatoria, entonces CVpg oc A~%5 y, en conse-
cuencia, la precisién de la estimacién E es independiente del tamano A de las parcelas. Si
la distribucion espacial de la biomasa es agregada, entonces CVpg o« A™¢ con ¢ < 0,5 y, por
ende, £ oc A%5~¢ con 0,5 — ¢ > 0: la precisién de la estimacién es mucho mejor (valor de E
pequenio) cuanto menor es el drea A de las parcelas. En este caso, con una tasa de muestreo
fija, conviene mas tener muchas parcelas pequenas que pocas y grandes. Es lo que se obser-
va en el Cuadro 2.2, donde el valor de A disminuye cuando disminuye A (esta disminucién
sigue siendo pequena porque c es cercano a 0,5). Si la distribucién espacial de la biomasa es
regular, CVpg oc A= con ¢ > 0,5 por ende, E oc A%~¢ con 0,5 — ¢ < 0, entonces la precisién
de la estimacién es mucho mejor (valor de E pequefio) cuanto mayor es el tamano A de las
parcelas. En este caso, con una tasa de muestreo fija, conviene mas tener pocas parcelas
grandes que muchas pequenas.

Las magnitudes medidas en biologia suelen tener una distribuciéon espacial agregada
(c < 0,5), a veces aleatoria (¢ = 0,5), raras veces regular (¢ > 0,5) (Fairfield Smith, 1938).
En otras palabras, el dilema SLOSS se resolverd frecuentemente a favor una multitud de
pequenas parcelas. Si llevamos este razonamiento hasta sus ultimas consecuencias, vemos que
la precision de la estimacion serd éptima (valor E minimo) para A = 0, es decir, jcreando
una infinidad de parcelas de tamanio nulo! Aqui se ven los limites de este razonamiento.
Cuando se cuantifica el trabajo de muestreo en funcién de la tasa de muestreo nA/A, se
supone implicitamente que el costo de muestreo, es decir el tiempo o el dinero necesario para
dicho muestreo, es proporcional a nA. Esto equivale a considerar solamente un costo por
superficie, es decir, un costo de muestreo que sea proporcional a la superficie inventariada.

Costo de muestreo

En realidad el costo relativo al drea no es mas que un componente del costo de muestreo.
El inventario propiamente dicho de las parcelas de muestreo, cuya duracién es proporcional
a la superficie inventariada, no es la tinica tarea que lleva tiempo. Delimitar las parcelas de
muestreo también toma tiempo. Esta delimitacién es proporcional a su perimetro acumula-
do: se trata de un costo lineal. Ir de una parcela a otra también consume tiempo. Es mas
realista entonces medir el esfuerzo de muestreo por un costo que tenga en cuenta todas esas
tareas en vez de hacerlo simplemente mediante la intensidad de muestreo. Si medimos este
costo en términos de tiempo y si las parcelas de muestreo tienen forma cuadrangular, dicho
costo serd, por ejemplo (Zeide, 1980; Gambill et al., 1985):

C=anA+8x4nVA+~d(n,A)

donde « es el tiempo de inventario por unidad de superficie, 8 es el tiempo de delimitaciéon
por unidad de longitud (4\/Z representa el perimetro de una parcela cuadrada de superficie
A), v es la velocidad de desplazamiento y d(n, A) es la longitud del camino que une las n
parcelas de muestreo. Se puede completar esta expresion del costo de muestreo para tener en
cuenta otras tareas. El razonamiento utilizado en el parrafo precedente equivalia a plantear
B=~v=0.Con >0y~ >0, lasolucién al dilema SLOSS ya no serd A =0 en el caso de
una distribucién espacial agregada de la biomasa (¢ < 0,5).

Otras restricciones

Limitar la cuestién del muestreo de la biomasa de un rodal a una cuestién de precisién de
la estimacion es demasiado restrictivo. Con frecuencia, la cuestién no se limita a la estima-
cién de la biomasa del rodal sino que se persiguen multiples objetivos simultdneamente. Por
ejemplo, se tratard de estimar no sélo la biomasa del rodal sino también sus variaciones a lo
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largo del tiempo. En este caso, teniendo en cuenta la mortalidad, las superficies que habra
que inventariar pueden ser entonces muy superiores (Chave et al., 2003, 2004; Rutishauser
et al., 2010; Wagner et al., 2010). Se tratard tal vez de estimar la biomasa de las parcelas
de forma que permitan establecer una relacién con los indices resultantes de imagenes sa-
telitales, para extrapolar la estimacion de la biomasa a escala del paisaje. En este caso, la
superficie de las parcelas de muestreo esta restringida por la resolucién de las imagenes del
satélite y por la superficie minima necesaria para calcular los indices satelitales.

Ademaés, el tipo de plan de muestreo considerado implicitamente aqui, a saber, un plan
aleatorio simple mediante parcelas de tamano fijo, no suele ser el méas eficiente (por. €j., con
la mejor precisién de la estimacién a un costo de muestreo dado). A escala de paisaje con
distintos tipos de bosques, otros tipos de muestreo pueden resultar més eficientes (Whraton
& Cunia, 1987; van Breugel et al., 2011). Comparado con un plan aleatorio simple con
tamano de muestra tnico, un plan de muestreo estratificado serd més caro (puesto que la
estratificacion implica un costo) pero dard una mejor precisién de la estimacién. Un plan
por conglomerados implicaria un costo menor (porque habria que desplazarse menos) pero
daria una menor precision de la estimacién. Las técnicas especificas de inventario forestal,
tales como el inventario por distancias (Magnussen et al., 2008a,b; Picard & Bar-Hen, 2007;
Picard et al., 2005) o el inventario con el relascopio de Bitterlich (Schreuder et al., 1993;
West, 2009), se basan en parcelas de tamafio variable y también pueden ser alternativas més
eficientes a los enfoques que usan parcelas de tamaifo fijo.






Fase de campo

La fase de campo es la mas crucial porque puede generar errores de medicién que no
pueden corregirse posteriormente. Esta fase debe regirse por tres principios clave: (i) es
preferible pesar todo el material en el campo que calcular un volumen y multiplicarlo luego
por una medida de densidad (cf. Capitulo 1, y las variaciones de la forma de los fustes y de
la densidad de la madera en los arboles); (7) si se toma una alicuota, hay que pesar el total
v luego la alicuota para garantizar el seguimiento de la pérdida de humedad; por ultimo,
(#i7) es muy dificil y también muy caro realizar una campana de biomasa asi que pueden
hacerse otras mediciones al mismo tiempo para evitar tener que volver luego en el campo
(por ejemplo, perfil de los fustes, muestreo para la mineralomasa).

La seleccion de los drboles que se miden en el campo (véase el Capitulo 2), ya se haga por
individuo o sea exhaustiva en una superficie dada, requiere que se marquen los arboles con
pintura, que se mida la circunferencia, de ser posible a 1,30 m (haciendo un circulo de pintura
a esa altura), y también la altura. Por un lado, éstos procedimientos permiten verificar que
el arbol seleccionado corresponda al plan de muestreo elegido (en caso de una selecciéon por
individuo) y, por otro, realizar mediciones de control una vez que se ha derribado el arbol.
También resulta practico tomar una foto del individuo seleccionado y hacer un esquema
sintético en la ficha de campo. Esto facilita la interpretacion de los datos y la verificacién
de los resultados obtenidos. En general no se seleccionan los drboles demasiado particulares
(copa rota, fuste nudoso o sinuoso) a menos que representen una proporcién significativa
del rodal o si el objetivo es cuantificar un accidente (por ejemplo, la rotura de la copa como
consecuencia de una helada). Asimismo cabe excluir los arboles situados en un entorno no
representativo (bordes del bosque, claros, bosque degradado, etc.). En efecto, su arquitectura
suele ser diferente de los otros arboles del rodal. Por tltimo, no es raro que los obstaculos
del terreno (pendiente, acceso, rodal no conforme al estrato, etc.) pongan en tela de juicio
la muestra inicial.

La base general de las mediciones de biomasa y, mucho mas atin de mineralomasa, reside
en una regla de tres entre la biomasa fresca medida en el campo, la biomasa fresca de la
alicuota y la biomasa seca de la alicuota. Como los distintos érganos de un arbol no tienen el
mismo porcentaje de humedad ni la misma densidad, es preferible proceder por partes para
tener en cuenta las variaciones de densidad y de humedad en el arbol (y de concentracion en
elementos minerales para la mineralomasa). La estimacién de la biomasa serd mucho més
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precisa cuanto mas fina sea la estratificacién pero eso exige mas trabajo.

Hay que encontrar una solucién intermedia entre la precisiéon de la medicién y la rapidez
del trabajo en el campo. Tradicionalmente las partes del arbol se definen del modo siguiente:
el tronco, diferenciando la madera de la corteza, que conviene cortar en secciones para tomar
en cuenta las variaciones de densidad y de humedad en funcién del didmetro de las secciones;
las ramas, tomando las muestras generalmente por clases de didmetro, diferenciando o no
la madera de la corteza; las ramas pequenas suelen incluir las yemas; las hojas; los frutos;
las flores; y, por iltimo, las raices por clases de didmetro. En la Figura 3.1 se da un ejemplo
de esa division por partes para el haya.

Hojas: pesado total y toma de una muestra para el
porcentaje de humedad

Ramas (clasificadas segtin didmetro & > 20 cm; 20 cm
>@>Tcm; 7cm > >4 cm; 4 cm > 9): pesadas y de
.~ las que se ha tomado muestra transversales para el
4 porcentaje de humedad

Tronco (madera y corteza): pesado de trozas y toma de una
v, «rodaja cada 2 m para el porcentaje de humedad y la proporcién
entre la madera y la corteza

Raices (didmetros @ > 10 mm; 10 mm > @ > 2 mm;
2 mm > &): pesado y corte transversal de muestras para
el porcentaje de humedad

Figura 3.1 — Ejemplo de las secciones de los arboles para una campaia de biomasa y de
mineralomasa en el haya en Francia.

Es posible aprovechar las dreas de corta existentes para cosechar los arboles necesarios
para elaborar el modelo. En efecto, el acceso y la corta de arboles suelen estar reglamentados
en los bosques y la explotacién silvicola brinda uno de los tnicos medios de tener acceso
a los arboles deseados. Sin embargo, este método corre el riesgo de introducir un sesgo en
la seleccién de los arboles ya que las especies cortadas seran principalmente comerciales.
No se cortaran las otras a menos que estorben el derribo de un arbol seleccionado por la
compania forestal o bien si se encuentran en los caminos de acopio y arrastre o el area
de almacenamiento. Ademads, los arboles derribados por motivos comerciales no siempre
pueden ser cortados en trozas de tamano razonable para poder pesarlos en el campo. Todo
depende de la capacidad de las basculas de que se dispone y de la longitud de las trozas.
Estas restricciones implican efectuar una cuidadosa seleccién de los individuos y combinar
dos métodos: (1) pesado integral de las secciones no comerciales de los arboles, en especial
las ramas; (2) mediciones de volumen y de densidad de la madera para el tronco.

Por estas razones no existe un método de campo estandar ya que cada uno tendra que
adaptarse al contexto. Por el contrario, en el marco del presente manual presentamos tres
casos tipicos que sientan las bases para realizar luego cualquier campana de campo. El
primero se refiere a los bosques regulares (resultantes de la regeneracién o plantados), el
segundo a un bosque seco y el tercero a un bosque tropical muy himedo. En el primer caso,
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todos los compartimentos se pesan directamente en el campo. En el segundo, no pueden
cortarse los arboles y las mediciones son semidestructivas. El tercero se refiere a arboles
de dimensiones demasiado grandes para un pesado integral en el campo. Las mediciones se
obtienen a partir de las tres fases que se describen a continuacién: el campo, el laboratorio
y el cdlculo informético. Como el trabajo de campo y el cdlculo informético son especificos a
cada método, se los presenta para cada uno de los casos. Los procedimientos de laboratorio
son generalmente los mismos para todos los casos.

3.1. Pesado directo de todos los compartimientos en el campo

El primer caso que consideraremos es el mas frecuente. Se trata de pesar directamen-
te en el campo todos los compartimientos. El sistema propuesto es el resultado de varias
campanas de campo efectuadas en rodales tanto de clima templado como tropical. Presenta-
mos ejemplos tomados en distintos rodales regulares: plantaciones de eucalipto en el Congo
(Saint-André et al., 2005), de caucho de Tailandia, bosques procedentes de semillas de haya
y roble en Francia (Genet et al., 2011). Rivoire et al. (2009) dan un ejemplo de aplicacion
de este método, con un complemento de mediciones sobre ahusamiento acentuado de ramas
grandes y toma de muestras para la mineralomasa.

3.1.1. En el campo

El aprovechamiento forestal es una actividad compleja cuya organizacién debe ser fluida
para que todos los equipos puedan trabajar sin perder tiempo (véase el detalle de estos equi-
pos en 3.6). El responsable del drea de corta prepara la operacién de antemano, haciendo una
preseleccion de los arboles con su localizacion en el campo. A continuacién hay un trabajo de
laboratorio para (i) preparar el material necesario (véanse los detalles en 3.5), (ii) preparar
los formularios de campo (pesaje de las diferentes partes del arbol, mediciones conexas),
(#ii) preparar las bolsas donde se pondran las distintas alicuotas tomadas de los arboles
(véase la Figura 3.1), (iv) explicar a los distintos participantes cémo se organiza el trabajo
en el campo para que sepan qué hacer en el campo. La Figura 3.2 propone una organizacién
eficaz para una campafia de biomasa, con siete pasos que trabajan simultaneamente.

Teniendo en cuenta que el desrame demora mas, conviene comenzar el trabajo con un
arbol de gran tamano (Foto 3.3). El responsable del 4drea de corta acompana a los lenadores
y coloca al pie del drbol las bolsas destinadas a recoger la muestras (paso 1). El tamano
de las bolsas debe adaptarse al de las muestras que se tomaran. Las bolsas deben llevar
sistematicamente la referencia del compartimiento, del arbol y de la parcela. Después la
corta del arbol, el primer equipo que interviene es el que mide los perfiles del tronco (paso 2).
Cuando este equipo ha terminado, y mientras los equipos de cortadores de ramas comienzan
a trabajar en el primer arbol, pasa al segundo arbol que, entre tanto, han cortado los
leiadores (paso 3). Hay que calcular aproximadamente media jornada para un &rbol de
12 toneladas (entre 90-100 cm de didmetro). Cuando los cortadores de ramas terminan con
el primer arbol, los lefiadores ya han tenido tiempo de cortar bastantes drboles para que el
equipo de perfiles tenga los suficientes para medir durante todo el dia. Los lenadores pueden
volver luego al primer arbol para segmentarlo y tomar las rodajas de muestra (paso 4). Una
vez efectuadas ambas tareas en el primer arbol, los lenadores pasan al segundo que, entre
tanto, ya fue desramado. En este punto se pesan las hojas, las trozas y las ramas del primer
arbol (paso 5) mientras el responsable del area de corta toma muestras de las hojas y de las
ramas (paso 6). El conjunto de muestras, incluidas las rodajas de muestra, se lleva al 4rea
de pesaje de dichas muestras (paso 7). Cuando el equipo de perfiles del tronco termina con
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Figura 3.2 — Organizaciéon de un area de medicién de biomasa con 7 pasos. Paso 1, pre-
paracién del terreno y corta de los drboles (Foto: L. Saint-Andre); paso 2, medicién de los
arboles cortados: perfiles de pies, posicién de las trozas (Foto: M. Rivoire ); paso 3, deshoje
y desrame (Foto: R. D’Annunzio y M. Rivoire ); paso 4, troza y etiquetado de rodajas (Foto:
C. Nys); paso 5, pesaje de trozas y de lenas de ramaje (Foto: J.-F. Picard); paso 6, muestreo
de ramas (Foto: M. Rivoire); paso 7, area de pesaje de las muestras (Foto: M. Rivoire ).
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todos los arboles del dia, puede acercarse a esta area también para terminar el pesaje.

Foto 3.3 — Campana de medicién en un monte medio en Francia. A la izquierda, llegada
al drea de corte e instalacién del material (Foto: M. Rivoire); a la derecha, apeo del primer
arbol (Foto: L. Saint-André).

Este esquema cronolégico es valido cuando las condiciones climaticas son templadas. En
climas tropicales no es posible esperar al final del dia para pesar las muestras. Por eso la
medicién de las muestras debe hacerse al mismo tiempo que las trozas y las ramas. Si no es
posible pesarlas in situ, habra que hacerlo en el laboratorio pero después de transportar las
muestras en una caja hermética para limitar al maximo la evaporacion del agua contenida
en ellas. Esta debe ser la tltima solucién ya que los pesos tomados en el campo son mucho
maés fiables.

La corta del arbol (paso 1)

El lefiador prepara el arbol seleccionado mientas que los técnicos cortan los pequenos
arboles o tallos que puedan perturbar la caida del arbol y limpian el lugar antes de la corta.
Se puede poner una lona en el suelo para no perder las hojas durante la corta (Foto 3.4).
La caida del arbol puede arrastrar otras copas por lo que los técnicos separaran las ramas
que pertenezcan al arbol seleccionado de aquellas correspondientes a otros drboles.

Las mediciones en el arbol (paso 2)

Luego de la corta se miden los perfiles del tronco (Foto 3.5). La corta no se hace nunca a
nivel del suelo, por lo que es indispensable marcar la altura a 1,30 m con pintura en el tronco
antes de cortarlo y poner la cinta métrica con la graduacion a 1,30 m en la marca de pintura,
una vez cortado el arbol. Esto permite evitar un sesgo en la localizacién de las secciones (el
desfase inducido por la altura de corte). Las circunferencias suelen medirse cada metro o,
algo mas til atin para elaborar modelos de perfiles del tronco, como porcentaje de la altura
total. No obstante, este método es mucho maés dificil de aplicar en el campo. Cuando no
es posible medir la circunferencia porque el tronco esta totalmente apoyado sobre el suelo,
hay que hacerla con una forcipula tomando dos didmetros perpendiculares uno al otro. A lo
largo del tronco se marcan con pintura o cinta los puntos donde se acordd con la autoridad
forestal (o el que ha comprado la madera), se seccionaria el fuste en trozas.

En el caso de arboles rectos con un tronco principal claramente identificado, no hace
falta elegir el eje principal. Por el contrario, en el caso de los fustes muy sinuosos o ramosos
(copa de las frondosas), hay que identificar bien el eje principal. Este puede distinguirse, por
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Foro 3.4 — Campana de biomasa en el Congo en una plantacién de eucaliptos. A la izquierda,
deshoje de un arbol encima de una lona (Foto: R. D’Annunzio). A la derecha, fin del proceso
para un arbol mostrando, en el area de pesaje, las bolsas que contienen las hojas, las trozas
y las ramas (Foto: L. Saint-André).

ejemplo, aplicando una marca de pintura. El eje principal se diferencia de los otros por ser
su didmetro el mayor en cada bifurcacién del tronco. Todos los ejes que parten del tronco
principal se consideran como ramas. En el caso de los arboles multicaules, es posible incluir
cada eje en el tronco principal (Foto 3.6), o bien considerar cada rama como un individuo.
En este dltimo caso habra que identificar el eje principal en cada uno de ellos.

Foto 3.5 — A la izquierda, campaiia de biomasa en Ghana en un bosque de teca: medicién
del ramaje (Foto: S. Adu-Bredu). A la derecha, campana de biomasa en Francia en un
bosque regenerado: medicién de perfiles del tronco (Foto: M. Rivoire).

A continuacién se determina la longitud del tronco al igual que la posicién de la primera
rama viva y de las grandes horquetas. Se pueden varias mediciones de la altura en el arbol
cortado, por ejemplo, altura del extremo fino < 1 cm, altura donde el didmetro de corte
es 4 cm y altura donde el didmetro de corte es 7 cm. Las mediciones efectuadas en el
arbol cortado pueden compararse luego con las mediciones efectuadas durante el inventario
forestal de los arboles en pie. Esto permite verificar la coherencia de los conjuntos de datos y
eventualmente corregir los datos aberrantes a sabiendas que puede haber diferencias debido
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Foro 3.6 — Campana de biomasa en las plantaciones de caucho en Tailandia. A la izquierda,
un drbol cortado multicaule (3 fustes en el mismo tocén): desrame y deshoje. A la derecha,
mezcla de hojas antes de tomar una alicuota (Fotos: L. Saint-André).

a la imprecision de la medicién de la altura antes de la corta (en general 1 m), o de la
sinuosidad del fuste o de las interrupciones durante las mediciones de longitud después de
la corta.

Troceo (pasos 3 y 4)

Lo ideal es poder segmentar el 4rbol en trozas de 2 m de largo para poder tener en cuenta
las variaciones de densidad de la madera y de la humedad del fuste. Una vez preparado el
arbol, se separan las ramas del tronco (al igual que las hojas, si es necesario). A continuacién
se vuelven a cortar las ramas para clasificarlas segtin el didmetro del extremo fino. Si se trata
de un rodal de latifoliadas templado, los cortes se hacen en general por clase de diametro
> 20 c¢m, 20-7 cm, 74 cm, < 4 cm. En el caso del eucalipto la Republica del Congo, las
ramas se han dividido en dos grupos: < 2 cm y > 2 c¢m. Se arman haces de ramillas con
marcos de hierro y dos sogas sélidas (véanse la Seccién 3.5 y la Foto 3.14). Cuando las ramas
tienen hojas, conviene separarlas de las ramillas. Para hacerlo, hay que usar lonas para no
perder las hojas. Si las hojas no se desprenden bien de los ejes lenosos (por ejemplo, encina
o resinosa), conviene adoptar entonces una estrategia de submuestreo (véase el ejemplo
siguiente en Camerun). Las hojas se colocan en grandes bolsas de plastico para pesarlas.
El desrame y deshoje son actividades que demoran y a las que hay que asignar los recursos
humanos adecuados (nimero de equipos suficientes) para no demorar el trabajo de los
lenadores. Para las ramas principales de un arbol que suelen tener un didmetro considerable
(> 20 cm), conviene proceder del mismo modo que para el tronco, mediante el troceo y la
extraccion de rodajas.

El troceo se realiza una vez que se han separado las ramas del tronco principal. Se toma
una rodaja de unos 3-5 cm de espesor a nivel del tocén y luego cada x metros (Foto 3.7). El
largo z las trozas depende de la dimension del arbol y de las disposiciones tomadas con la
administracion forestal o el rematante. Ya que este trabajo de campo es fastidioso y largo,
hay que aprovecharlo bien para tomar multiples muestras (por ejemplo, sacar una rodaja
adicional para mediciones més detalladas de densidad de la madera o de mineralomasa —
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véase, por ejemplo Saint-André et al., 2002b, para las concentraciones de elementos minerales
en los fustes de eucalipto). Es importante indicar la posicién de cada rodaja muestreada.
Hay que pesarlas in situ el mismo dia en que se procesa el arbol para minimizar las pérdidas
de humedad (para lo cual hacen falta dos personas — en general es el equipo del perfil de
tronco el que se encarga de esta tarea interrumpiendo su trabajo un poco antes para efectuar
el pesaje de las rodajas, véase la Figura 3.2).

Pesaje de las trozas y de los haces de ramillas (paso 5)

Los pesajes de las trozas y de los haces de ramillas se realizan en el terreno (Foto 3.7) y
al mismo tiempo, para asegurarse de que las mediciones para un arbol dado se efectuaron
con la misma tasa de humedad. Resulta muy practico usar una balanza de colgar amarrada
a una pala cargadora. Los haces se colocan en la balanza y se mide la masa fresca. Las sogas
v la lona de los haces se recuperan para volverlas a usar.

Foro 3.7 — Campana de biomasa en un robledal. A la izquierda, las rodajas de muestra de un
arbol, colocadas en una bolsa grande antes del transporte al drea de pesaje de las muestras;
centro: area de pesaje de las muestras; derecha, posicionamiento de la pala cargadora para
pesar las trozas (Fotos: C. Nys).

Toma de alicuotas (pasos 6 y 7)

Cuando se miden los haces de ramillas, se toman alicuotas de cada uno para estimar
la tasa de humedad de las ramas. Es preferible tomar muestras de diferentes didmetros en
distintas ramas para disponer de muestras representativas de la arquitectura de una rama
estandar. En efecto, la muestra en una sola rama puede inducir un sesgo si estaba mas
himeda o mas seca que las otras. Las ramas se diferencian en cuatro grupos en funcién de
su didmetro (clase 1: 0 < @ < 4 cm, clase 2: 4 < @ < 7 cm, clase 3: 7T< @ <20 cm , y
clase 4: @ > 20 cm). Para las ramas de la clase 1, se toman muestras de aproximadamente
10 cm de largo. Para las otras clases, el principio es similar pero, al ser su didmetro mayor,
se cortan rodajas en vez de pedazos de 10 cm de largo. Se toman aproximadamente 9, 6 y
3 rodajas para las clases 2, 3 y 4. Se trata de cifras indicativas pero que son el resultado
de una sintesis de diferentes campanas realizadas en distintos ecosistemas. Las alicuotas se
ponen en bolsas de papel preparadas para tal fin (y que antes se habian colocado al pie del
arbol, véase el primer paso). Luego, se ponen esas bolsas de papel en una de pldstico para
un arbol dado para garantizar que las muestras no se mezclen con las de otros arboles.

Para evitar el sesgo del muestreo, es importante que sea siempre la misma persona la
que tome las muestras y que lo haga en forma sistemética y representativa de la variabilidad
de cada clase de tamafio de ramas. Para minimizar el sesgo asociado a la medicién de la
tasa de humedad, se transportan las muestras al drea de pesaje (el mismo lugar que para
las rodajas) y se las pesa en su bolsa de papel antes de tratarlas en el laboratorio. Si no
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es posible pesar las muestras en el campo (lo que no se recomienda), habra que limitar al
maximo las pérdidas de humedad y por ello se recomienda mucho el uso de una hielera.
Para la toma de muestras de las hojas convendrd mezclar bien todas las hojas y tomar la
muestra al azar del medio del monticulo asi formado. Se recomienda efectuar esta operacién
de mezcla y muestreo cinco o seis veces para cada arbol (Foto 3.6). Las muestras de cada
arbol se ponen en la misma bolsa (habrd que adaptar la cantidad en funcién del tamano
de las hojas y de su heterogeneidad, en especial la proporcién de hojas verdes y de hojas
senescentes — en general, una bolsa de plastico de tamano regular es adecauada).

3.1.2. En el laboratorio

Si las rodajas del tronco no pueden pesarse inmediatamente, habra que almacenarlas al
aire libre y colocarlas sobre unos listones para que el aire circule entre ellas (para evitar
el enmohecimiento). Si el pesaje de la biomasa fresca se efectud en el campo, se las puede
dejar secar libremente. Por el contrario, si no ha podido efectuarse dicho pesaje, conviene
pesarlas de inmediato, apenas lleguen al laboratorio.

Para las alicuotas pesadas dentro de una bolsa en el campo, sera necesario calcular la tara
con una bolsa vacia (si fuera posible, habria que medir cada bolsa o, si estuviera demasiado
deteriorada, reunir 10 o 20 en un mismo lote y contabilizar un peso correctivo promedio).
Esta medicion debe deducirse de los valores medidos en el campo. En caso de reemplazo
de la bolsa para hacer secar las alicuotas, es indispensable registrar toda la informacién
necesaria.

La temperatura de la cdmara de secado debe fijarse en 70°C para secar las hojas, las
flores y los frutos, o a 65°C si hay que efectuar andlisis quimicos sobre las alicuotas. Para
las operaciones de biomasa y para la madera solamente, la temperatura sera de 105°C. Para
todas las categorias de muestras, se pesaran todos los dias un minimo de tres testigos hasta
que se estabilice el peso. La estabilizacion demora en general dos dias para las hojas y cerca
de una semana para los elementos lefiosos en funcién del tamano de las muestras.

La Figura 3.3 representa el procedimiento que hay que utilizar para medir las muestras.
Las mediciones en laboratorio comienzan pesando las muestras hiimedas con su bolsa (me-
dicién de control con respecto al pesaje en el campo). En el caso de las rodajas de madera,
si son demasiado grandes, es posible tomar submuestras. En ese caso es imperativo volver
a pesar la rodaja entera y luego el trozo de la muestra. La pérdida de humedad entre el
campo y la medicién de la rodaja en el laboratorio se agrega a aquella medida en el labora-
torio después de secada completamente la muestra. Si el intervalo de tiempo entre la fase de
campo y la fase de laboratorio es considerable, olvidarse de esta etapa del protocolo puede
originar errores muy grandes — hasta del 60-70% — en la biomasa seca. El descortezado
suele realizarse con una cuchilla especial para retirar la corteza o con un formén (Foto 3.8).
Poner las rodajas en el congelador cuando estan todavia himedas puede facilitar a veces esta
operacion (por ejemplo en los robles). Luego se pesan las muestras de corteza y de madera y
se ponen a secar en la cAmara de secado (conviene evitar colocar demasiadas bolsas dentro
de dicha camara).

3.1.3. Los calculos
Calculo de la biomasa del tronco

Para cada troza i, se efectud la mediciéon de la circunferencia en ambos extremios: la
circunferencia C4; en el extremo delgado es la circunferencia de la rodaja que se cortd en el
extremo mas delgado y la circunferencia C; en el extremo grueso es la circunferencia de la
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Caso 1: pequefias muestras

o

Caso 1: pequefias muestras Caso 2: Rebanadas diametrales de madera
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Muestras colocadas en una bolsa de papel

Pesaje de la muestra y de la bolsa de papel
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Separacion de maderay corteza

Pesaje separado de la masa humeda de la maderay de la
corteza
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Figura 3.3 — Procedimiento para pesar las muestras en el laboratorio.
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FoTto 3.8 — Mediciones en el laboratorio: (A) descortezado de las rodajas, (B) pesado de la
madera, (C) pesado de la corteza (Fotos: L. Saint-André), (D) secado de las muestras, (E)
pesado periédico hasta la estabilizacién del peso (Fotos: M. Henry).

rodaja que se cortd en el extremo mas grueso. Esto permite calcular el volumen de la troza
fresca segin la formula del cono truncado (o férmula de Newton):

™
varesco,i = L; x g X (R%z + Ry Roi + R%z) (31)

donde L; es la longitud de la troza i, y Ry; = C1;/(2m) y Ra; = Cb;/(27) son los radios
de la troza i en sus dos extremos. Este volumen puede calcularse sobre la corteza (con las
circunferencias medidas en el campo) o por debajo de ella (con las circunferencias medidas
en las rodajas después del descortezado en el laboratorio). El volumen fresco debajo de la
corteza es muy utilizado en la venta de madera mientras que la segunda medicién permite
controlar la coherencia de los datos al posibilitar el cdlculo de la densidad de la madera en
el arbol.

Cabe senalar que existen otras formulas para calcular el volumen de una troza. Las mas
usadas son la féormula de Huber (basada en la circunferencia medida en el medio de la troza)
y la de Smalian (basada en la media cuadrética de las circunferencias medidas en las partes
superior e inferior de la troza). Pero en el caso en que la longitud de las trozas es escasa
(1 0 2 m), la forma del tronco no se asemeja a la de un cono con ahusamiento muy poco
acentuado y la diferencia entre ambas férmulas es pequetia.

Ademéds, para cada muestra tomada en la troza i se calcula:

» la proporcién en biomasa fresca de la madera (sin corteza):

Balicuota )

w . madera fresca,i
madera fresca,i = Balicuota 4 Ralicuota ]
madera fresca,i corteza fresca,i
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alicuota : .
donde By 0 fresca €5 1a biomasa fresca de la madera (sin corteza) de la muestra de

alicuota 3
Corteza fresca i €5 la biomasa fresca de la corteza de la muestra de la troza

la troza i,y B
i

» la tasa de humedad de la madera (sin corteza):

Balicuota
o madera seca,i 3.9
Xmadera,i = Balicuota ( . )
madera fresca,i
donde Baliciota - eg ]a biomasa seca de la madera (sin corteza) de la muestra de la
)
troza 1;

= la proporcién en biomasa fresca en la cortezas:
Weorteza, fresca,i — 1- Wmadera, fresca,i

= la tasa de humedad de la corteza:

alicuota
o Bcorteza seca,i
Xcorteza,i = Balicuota
corteza fresca,i
donde Balicuota g 1o hiomasa seca de la corteza de la muestra de la troza i.

corteza seca,?

A continuacién se extrapolan las mediciones hechas en la muestra de la troza ¢ a la troza 4
entera por regla de tres:

» la biomasa seca de la madera (sin corteza) de la troza i es:

madera seca,i — Tesca,t madera fresca, madera,i
Brad ; = By X Wmadera f X Xmad
donde Biais; es la biomasa fresca (con la corteza) de la troza i;

= la biomasa seca de la corteza de la troza i es:
Bcorteza seca,i — Bfresca,i X Weorteza fresca,i X Xcorteza,i

» la densidad de la madera de la troza i es:

Bmadera seca,i

Pi =
V}resca,i
donde Viesca,i €s el volumen fresco sin corteza dado por la ecuacion (3.1).

A continuacién se suman los pesos secos de todas las trozas para obtener el peso seco del
tronco:

» la biomasa seca de la madera (sin corteza) del tronco es:
Bmadera seca tronco — E Bmadera seca,i
i
donde la suma se refiere a todas las trozas ¢ que forman el tronco;
= la biomasa seca de la corteza del tronco es:

Bcorteza seca tronco — § Bcorteza seca,i
7



3.1 PESADO DIRECTO EN EL CAMPO 65

La densidad de la madera p; que interviene en el calculo de la biomasa seca debe ser la
densidad especifica de la madera seca en cdmara (en inglés: “ovendry wood density”), es
decir la relacién de la biomasa seca (secado en camara hasta la estabilizacién del peso seco)
sobre el volumen fresco de la madera. Hay que tener cuidado en no confundir esta densidad
con la densidad volumétrica de la madera, que es la relacién de masa sobre volumen, a
igual tenor en humedad para la masa y el volumen (es decir, masa seca sobre volumen seco,
o masa fresca sobre volumen fresco). Sin embargo, la norma AFNOR (1985) define de un
modo diferente la densidad de la madera, como la relacién de la biomasa secada al aire libre
sobre el volumen de madera con un 12 % de humedad (Fournier-Djimbi, 1998). La densidad
especifica de la madera seca en camara puede calcularse a partir de la densidad de la madera
con un 12 % de humedad por la relacién (Gourlet-Fleury et al., 2011):

__p(0+x)
1= —x)

donde p, es la relacién de la biomasa secada al aire libre sobre el volumen de la madera
con Y % de humedad (en gcm™3), p es la relacién de la biomasa secada en la cdmara de
secado sobre el volumen fresco de la madera (en gcm™2), 1 es el coeficiente de contraccion
volumétrica (ntimero adimensional) y xo es el punto de saturacién de las fibras. Los coefi-
cientes 1 y xo varian de una especie a otra y obligan a conocer las propiedades tecnolégicas
de la madera de las especies. Al utilizar los datos de p y p1a9, de 379 arboles, Reyes et al.
(1992) determinaron ademéds una relacién empirica entre la densidad especifica de la madera
seca en camara p y la densidad al 12 % de humedad pia9,: p = 0,0134 4 0,800p159 con un
coeficiente de determinaciéon R? = 0,988.

Calculo de la biomasa de las hojas
Para cada muestra ¢ de follaje tomada, se calcula la tasa de humedad del follaje:

alicuota
o Bhoja seca,?
Xhoja,i = Talicuota
hoja fresca,i

alicuota : : : alicuota :
donde Bf "%, ; es la biomasa seca del follaje de la muestra ¢, y Bf i Veica; €5 la biomasa
fresca del follaje de la muestra ¢. Luego extrapolamos por regla de tres la muestra ¢ al

compartimiento ¢ del que se ha extraido dicha muestra:

Bhoja seca,i — Bhoja fresca,i X Xhoja,i

donde Bhoja seca,i € la biomasa seca (calculada) del follaje del compartimiento ¢, y Bhoja fresca,i
es la biomasa fresca (medida) del follaje del compartimiento i. Con frecuencia a la copa co-
rresponde a un solo compartimiento. Pero, cuando la copa esté dividida por partes, el peso
seco total de las hojas se obtiene sumando todas las partes i:

Bhoja seca — § Bhoja seca,i

7

Calculo de la biomasa de las ramas

Cuando hay ramas muy grandes (por ejemplo > 20 cm de didmetro), hay que proceder
como se hace con el tronco mientras que para las ramas hay que hacerlo del mismo modo
que con las hojas.



66 CAPITULO 3. FASE DE CAMPO

Calculo de la biomasa de frutos y flores

El método es idéntico al que se hace para las hojas.

3.2. Pesado directo para ciertos compartimientos y mediciones
de volumen y de densidad para otros

El segundo caso que tomamos en cuenta es el que, debido a dificultades de corta, obliga
a efectuar mediciones semidestructivas que combinan el pesado directo de ciertas partes del
arbol y mediciones de volumen y de densidad para otras. Ilustraremos este caso construyendo
una ecuacion alométrica para bosques secos en el norte de Camerun. La evaluacion de
la biomasa de estos bosques resulta especialmente dificil debido a la complejidad de la
arquitectura de los arboles. En las zonas secas, la intervencién humana es particularmente
significativa debido a la escasez de recursos forestales y a la importancia de la demanda
bioenergética. Esta se refleja en las practicas de poda y mantenimiento de arboles con
frecuencia situados en bosques abiertos, parques agroforestales o setos (Foto 3.9).

Foto 3.9 — Poda de drboles de butirospermos (Vitellaria paradoza) en el norte de Camerin
(Foto: R. Peltier).

En la mayoria de las zonas secas los drboles estan protegidos porque la regeneracion de
los recursos madereros es especialmente lenta y porque las actividades humanas la ponen en
peligro. Deben preferirse las mediciones de biomasa no destructivas y hay que aprovechar las
podas para medir la biomasa de las partes podadas del arbol. Las actividades de pastoreo
limitan la regeneracién y los arboles pequenos suelen estar poco representados. Asi pues
esta parte del manual considera sélo los arboles maduros.

3.2.1. En el campo: caso de las mediciones semidestructivas

Generalmente el tronco y las ramas grandes no se podan, sélo las pequenas. La medicién
de la biomasa fresca (en kg) puede dividirse en dos partes: medicién de la biomasa fresca
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podada y medicién de la biomasa fresca no podada (Figura 3.4A).

(A)
( e
Biomasa fresca de las ramas pequefias .J"
sin podar, calculada a partir de su -, -

circunferencia en la base y usando un

modelo de biomasa / \
\
(

' I
Biomasa fresca de las ramas grandes sin| v aa vy
podar y del tronco, medido a partir del v
volumen y de la densidad volumétrica. . ?}/’
Hipétesis: los segmentos son v : v N
considerados como cilindros y la ) 1‘4
densidad volumétrica es idéntica en los A
compartimientos del drbol ‘i--.ﬂ

Biomasa fresca de las ramas podadas /%’@
pesada Z e 0N

Figura 3.4 — Determinacién de la biomasa fresca total. (A) Separacién y medicién de la
biomasa podada y sin podar, (B) numeracién de los segmentos y de las ramas medidas en
el arbol podado.

Biomasa fresca podada

Las ramas pueden podarse siguiendo las practicas locales (con frecuencia usando un
machete). El didmetro de la base de cada rama podada se mide con una cinta métrica.
Luego se separan las hojas y la madera de las ramas mondadas. La biomasa fresca de las
hojas de las ramas mondadas (Bhoja fresca podada) ¥ la biomasa fresca de las ramas podadas
(Bmadera fresca podada) S€ Pesan por separado. La medicién del peso se realiza con la ayuda
de balanzas adecuadas. Si la masa de las hojas es inferior a dos kilogramos, es posible medir
su peso con una balanza electrénica de campo.

Se toma una alicuota de hojas al azar de las ramas podadas. En general, hace falta
un minimo de tres muestras de hojas procedentes de tres ramas diferentes para formar la

alicuota. Se mide su masa (Bﬁ(l)ljc;“f’rtjsca en g). También se toma una alicuota al azar de la

; ; alicuota
madera de las ramas podadas sin retirar la corteza. Su masa fresca (B2 o, en g)

se mide en el campo justo después del corte. Las alicuotas se colocan en bolsas pldsticas
numeradas y se llevan al laboratorio. El volumen fresco de la alicuota de madera sera medido
posteriormente en el laboratorio (cf. § 3.2.2), lo que permitird determinar la densidad media
de la madera p.

Biomasa fresca sin podar

La medicién de la biomasa sin podar es indirecta dado que no es destructiva. Se deter-
minan las diferentes ramificaciones del arbol podado y se numeran las ramas (Figura 3.4B).
Las ramas pequenas sin podar se tratan en forma diferente de las ramas grandes y del tronco
(Figura 3.4A). Para las ramas pequenas sin podar sélo se mide el didmetro en la base. La
biomasa de las ramas pequefias sin podar se estima a partir de la relaciéon existente entre
su didmetro en la base y su masa, como se explica en la Seccién 3.2.3.
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Figura 3.5 — Medicion del volumen de las muestras mediante el desplazamiento del volumen
de agua.

La biomasa del tronco y de las ramas grandes se estima a partir de las mediciones de
voltimenes (V; en cm?) y de la densidad promedio de la madera (p en gcm™3). Las ramas
grandes y el tronco del arbol podado se dividen virtualmente en segmentos mediante marcas
hechas en el arbol. El volumen V; de cada segmento i se obtiene a partir de la medicién
de su didmetro (o de su circunferencia) y de su longitud. Conviene tener una longitud para
el segmento de aproximadamente un metro para poder considerar mejor las variaciones de
didmetro a lo largo del tronco y de las ramas.

3.2.2. En el laboratorio

Primero se mide el volumen (Valicuwota ) de la alicuota de madera extraida de los com-
partimientos podados. El volumen de madera puede medirse de diferentes formas (Maniatis
et al., 2011). El método més corriente usa el desplazamiento del volumen de agua provocado
por la inmersién de la muestra en el agua. La mediciéon del volumen de agua puede hacerse
con una probeta adaptada al tamano de la muestra (Figura 3.5). Otro método consiste en
cortar las muestras para darles una forma cuyo volumen pueda medirse con la mayor pre-
cision posible. Dicho método necesita instrumentos de precisién y personal entrenado para

cortar la madera.

Las alicuotas de madera y de hojas se someten luego a las mismas mediciones en el
laboratorio (secado en cdmara, pesaje del peso seco, etc.) que las descritas en la Seccién
3.1.2.

3.2.3. Los calculos

La biomasa seca del arbol se obtiene a través de la suma de la biomasa seca podada y
de la biomasa seca sin podar:

Bseca = Bseca podada + Bseca sin podar
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Calculo de la biomasa podada

alicuota ¢ :
B ador fresca de la alicuota de madera y de su biomasa

se calcula como antes (cf. ecuacién 3.2) la tasa de humedad de la madera

A partir de la biomasa fresca B

alicuota
madera seca’

(con la corteza):

seca B

alicuota
_ madera seca

Xmadera = Balicuota
madera fresca

Del mismo modo se calcula la tasa de humedad del follaje a partir de la biomasa fresca

alicuota . : : alicuota .
Biloja fresca de la alicuota de hojas y de su biomasa seca Biloja seca

alicuota
o hoja seca
Xhoja = alicuota
hoja fresca

Se puede calcular asi la biomasa seca podada:

Bseca podada — Bmadera fresca podada X Xmadera + Bhoja fresca podada X Xhoja

donde Bioja fresca podada €8 la biomasa fresca de las hojas de las ramas podadas y
Binadera fresca podada la biomasa fresca de la madera de las ramas podadas.

Calculo de la biomasa sin podar

Para la biomasa seca de la parte sin podar (la que queda en pie), se hacen dos cédlculos:
uno para las ramas pequefias y otro para las grandes y el tronco. La biomasa sin podar es
la resultante de sumar ambos:

Bseca sin podar — Biama seca sin podar + Bseca segmento

Cada segmento ¢ del tronco y de las ramas grandes puede considerarse como un cilindro
cuyo volumen es (férmula de Smalian):

Vi = Li (D}, + D3) (3:3)

donde V; es el volumen del i-ésimo segmento, L; su longitud, y Dy; y Ds; los didmetros de los
dos extremidos del segmento i. La férmula del cono truncado (véase la ecuacién 3.1) puede
usarse también en lugar de la féormula (3.3) del cilindro, pero habrd pequenas diferencias
entre ambos calculos paso que el ahusamiento en un metro de largo no es muy pronunciado
para los arboles.

La biomasa seca de las ramas grandes y del tronco se obtiene como el producto de la
densidad media de la madera y del volumen total de las ramas grandes y del tronco:

Bseca segmento — p X Z Vi (34)
%

donde la suma se refiere al conjunto de segmentos que componen las ramas grandes y el
tronco (Figura 3.4B), y donde la densidad promedio de la madera se calcula mediante:

alicuota
madera seca

pP= Valicuota
madera fresca
Habra que tener cuidado para que las unidades de medida sean consistentes. Por ejemplo,

si la densidad media de la madera j en (3.4) se expresa en gcm ™3, entonces el volumen V;
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debe expresarse en cm?, lo que lleva a expresar tanto la longitud L; y los didmetros Dy; y
Ds; en cm. La biomasa en este caso se expresa entonces en g.

La biomasa seca de las ramas pequenas sin podar se calcula mediante un modelo entre
la biomasa seca y el didmetro basal. Para ello, se elabora el modelo siguiendo el mismo
procedimiento que para la elaboracién de un modelo alométrico (véanse los Capitulos 4 a 7
del manual). Las ecuaciones de potencia son frecuentemente usadas:

Biama seca = a + bD°

donde a, b y ¢ son los pardmetros del modelo y D el didmetro basal de la rama, pero
pueden hacerse pruebas con otras regresiones (cf. Cuadro 5.1). Con un modelo de este tipo,
la biomasa seca de las ramas pequenas sin podar seria:

Brama seca sin podar — Z(a + bD]C)

J

donde la suma se refiere al conjunto de ramas pequeias sin podar y D; es el didmetro en la
base de la j-ésima rama.

3.3. Pesado parcial en el campo

El tercer caso que prevemos es el de los arboles de dimensiones demasiado grandes para
un pesaje completo a mano. Damos un ejemplo mediante la construccién de una ecuacién
alométrica para estimar la biomasa epigea de los drboles de un bosque tropical muy himedo
por medicién destructiva. El método propuesto debe adaptarse a las circunstancias locales
y a los medios disposibles. El valor comercial y la demanda de madera son dos factores que
hay que tener en cuenta para las mediciones en las concesiones forestales.

Los arboles seleccionados se cortan siguiendo practicas adecuadas. Una vez que se ha
cortado el drbol, las variables como la altura total y la altura de los aletones (cuando el
arbol los tiene) pueden medirse mediante una cinta métrica. Luego, se analiza la arquitec-
tura del arbol (Figura 3.6). El enfoque propuesto separa a los drboles que pueden pesarse
manualmente en el campo (por ejemplo, los drboles de un didmetro < 20 cm ) de aquellos
que necesitan medios técnicos mas consecuentes (los arboles de un didmetro > 20 cm).

3.3.1. Arboles con un diametro inferior a 20 cm

Para los arboles de un diametro < 20 cm, se actiia de forma similar a la descrita en el
primer ejemplo (§3.1). En primer lugar, se separan las ramas y el tronco. La biomasa fresca
del tronco (Btronco fresco) ¥ de las ramas (Bramas fresca, madera y hojas juntas) se miden con
basculas adecuadas. Para medir la biomasa de las hojas, se selecciona al azar un nimero
limitado de ramas para cada arbol. La biomasa fresca de las hojas (B}Ifé?gs}fjsca) y la biomasa
fresca de la madera (BRusstra, ) de esta muestra de ramas se miden separadamente con

béasculas. La proporcién foliar de las ramas se calcula entonces como:

muestra
w B hoja fresca
hoja = muestra muestra
B hoja fresca + B madera fresca

Las biomasas frescas foliares (Bhoja fresca) Y madereras (Bmadera fresca) de las ramas se calcu-
lan luego a partir de esta proporciéon promedio de la hoja:

Bhoja fresca = Whoja X Brama fresca

Bmadera fresca — (1 - Whoja) X Brama fresca
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A continuacién se toman alicuotas de hojas y de madera a distintos niveles en las ramas
y a lo largo del tronco. La biomasa fresca (Bﬁ}jf;‘(f’ﬁgsca y Balicwota, ) de las alicuotas se
mide con una balanza electrénica en el campo. Las alicuotas se llevan al laboratorio y son
secadas y pesadas, segin el mismo protocolo descrito en el primer ejemplo (§3.1.2). La
biomasa seca (Bﬁgf;‘;gia y Balicuota 1 de las alicuotas permite calcular la tasa de humedad
de las hojas y de la madera:

Balipuota Balicuota
hoja seca _“madera seca_

Xhoja = alicuota Xmadera = Balicuota
hoja fresca madera fresca

Por tltimo, la biomasa seca de hojas y maderera se obtiene a partir de su biomasa fresca y
de las tasas de humedad calculadas a partir de las alicuotas. Para la biomasa de madera, se
agregard la biomasa fresca de la madera de las ramas y del tronco:

Bhoja seca — Xhoja X Bhoja fresca

Bmaderera seca — Xbois X (Bmadera fresca T Btronco fresco)

La masa seca total se obtiene finalmente como la suma de la biomasa seca foliar y de la
biomasa seca de madera:

Bseca = Bhoja seca T Bmaderera seca

3.3.2. Arboles con diametro superior a 20 cm

No resulta practico separar las ramas del tronco cuando los arboles son demasiado gran-
des debido a la cantidad de ramas y follaje. El método alternativo propuesto aqui consiste
en tratar de forma diferente el tronco y las ramas grandes (de didmetro basal superior a
10 ecm) por un lado, y las ramas pequenas (de didmetro basal inferior a 10 cm) por otro.
Mientras que las ramas grandes de didmetro basal > 10 cm sélo estan hechas de madera,
las pequenas con didmetro basal < 10 cm pueden incluir también follaje. Las ramas grandes
de didmetro basal > 10 cm se tratan del mismo modo que el tronco. La primera etapa por
tanto consiste en dividirlas en secciones de madera. Mientras la biomasa de las secciones de
didmetro superior a 10 cm se deduce de su volumen medido (Viroza,i) ¥ de la densidad media
de la madera (p), la biomasa de las ramas de didmetro basal < 10 cm se estima a partir de
una regresion entre su didmetro en la base y la biomasa que tienen.

Medicion del volumen de las secciones de diametro superior a 10 cm (tronco o rama)

Una vez que se han dividido en secciones el tronco y las ramas de didmetro basal > 10 cm
el volumen de las secciones se calcula a partir de su longitud y de sus didmetros (o de sus
circunferencias) en los dos extremos (D1; y Da;). Una longitud fija (por ejemplo, dos metros)
puede usarse como estandar para cada secciéon (Foto 3.10A). En ciertos lugares habra que
usar una longitud de secciones menor que la determinada porque una bifurcacion impide dar
una forma cilindrica a la troza. En ese caso, el técnico anota la longitud y los didmetros de
cada una de las secciones. LLuego elabora un esquema que representa la arquitectura del arbol
(Figura 3.6). Este esquema resulta particularmente util para el andlisis de los resultados y
su interpretacion.

Los arboles de diametro > 20 cm pueden tener aletones. El volumen de los aletones
puede estimarse partiendo del supuesto de que su forma corresponde a una pirdmide cuya
arista superior es un cuarto de elipse (recuadro de la Figura 3.6; Henry et al., 2010). Para
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Diametro de la copa

Muestra de madera (ramas)

Altura Total

Muestras de madera........
(tronco)

Altura del Tronco

Muestras de
madera (toc6n)

P L.
Diametro a la altura
del pecho e

Figura 3.6 — Esquema que representa las diferentes secciones de un arbol para el cdlculo de
su volumen.

cada aletén j, se mide su altura Hj, su anchura [; y su longitud L; (recuadro de la Figura
3.6).

A continuacién se toman alicuotas de madera en las distintas secciones de didmetro
superior a 10 cm (tronco, ramas y aletones, de ser necesario; Foto 3.10B). Las alicuotas de
madera fresca se colocan en bolsas herméticas y se las transporta hasta el laboratorio. En
el laboratorio, se mide su volumen (V2alicuota, 3 sestin el protocolo descrito en la Seccién

3.2.2. Luego se secan y pesan las alicuotas de madera como se describe en la Seccién 3.1.2,

. . alicuota
lo que permite obtener su biomasa seca (B0 ).

Calculo de la biomasa de las secciones de diametro superior a 10 cm (tronco o rama)

Al igual que antes (cf. ecuacion 3.3), el volumen Viyoza; de la i-ésima seccién (tronco o
rama de didmetro basal > 10 cm) se calcula mediante la férmula de Smalian:

T X L
Viroza,i = TZ(D%Z + D3))
donde L; es la longitud de la i-ésima seccién, Dy; es el didmetro de uno de sus extremos y

Dy; es el didmetro de su otro extremo. Teniendo en cuenta su forma piramidal, una férmula
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Foto 3.10 — Mediciones de un arbol grande en el campo: (A) medicién del volumen de un
arbol de didmetro > 20 cm, (B) toma de alicuotas de madera a nivel del tronco (Fotos: M.
Henry).

diferente se utiliza para calcular el volumen Vjjeton,; del j-ésimo aletén:

7r> L;Hjl;

Valetén,j = (1 - 4 3

donde /; es el ancho del j-ésimo aletén, L; su longitud y H; su altura.
Ademas, a partir de la biomasa seca y del volumen fresco de las alicuotas de madera, se
puede calcular la densidad media de la madera:

alicuota
madera seca

Valicuota
madera fresca

ﬁ:

La biomasa seca acumulada de las secciones (tronco y ramas de didmetro basal > 10 cm)
es entonces:
Bseca secciones — ,5 X Z ‘/troza,i
1
donde la suma se refiere al conjunto de las secciones, mientras que lal biomasa seca de los
aletones es:
Bseca aletones = P X Z Valetén,j
J
donde la suma se refiere al conjunto de los aletones. Como alternativa a la densidad media
de la madera, se podra utilizar una densidad de madera especifica para cada parte del arbol
(tronco, ramas, aletones). En este caso, la densidad media de la madera p se reemplazard
en las formulas que figuran arriba por la densidad especifica de cada compartimiento.
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Medicion de las ramas de diametro inferior a 10 cm

Para todas las ramas de didmetro basal < 10 cm, se mide el didmetro en la base. Su
biomasa seca se puede estimarse a partir de una regresién entre el didmetro basal de la rama
v la masa seca que contiene. Esta regresion se determina a partir de una muestra de ramas
seleccionadas en el arbol con el objeto de representar las diferentes clases de didmetros en
su base. Para cada rama de esta muestra, se separan las hojas de la madera. La biomasa
fresca de las hojas (Bfﬂ)‘;gsgjscm para la i-ésima rama) y la biomasa fresca de la madera
(Bﬁggzigafrescaj para la i-ésima rama) de cada rama de la muestra se pesan separadamente
en el campo.

Es posible que ciertas ramas tengan malformaciones y que no lleguen a una arquitectura
ramificada. En ese caso, el volumen puede medirse y se registra la anomalia en las hojas de
campo.

A continuacién se toman alicuotas de madera y de hojas y de inmediato se pesa su
biomasa fresca (Bicjota y Blicuota 3y en el campo. Las alicuotas se colocan en bol-

madera fresca hoja fresca
sas plasticas herméticas, se las transporta al laboratorio donde se las seca y pesa segin

el protocolo indicado en la Seccién 3.1.2. Asf se obtiene su biomasa seca (Balicwota v
Balicuota )
hoja seca/*

Calculo de la biomasa de las ramas de didmetro inferior a 10 cm

La biomasa fresca y seca de las alicuotas sirve para determinar el contenido de humedad
de las hojas y de la madera:

Balipuota Balicuota
hoja seca _“madera seca_

Xhoja = alicuota Xmadera = Balicuota
hoja fresca madera fresca

De ello se deduce, para cada rama ¢ de la muestra de ramas, la biomasa seca de las hojas,
la biomasa seca de la madera y luego la biomasa seca total de la rama i:

Bmuestra o % Bmuestra )
hoja seca,i — Xhoja hoja fresca,i
muestra _ muestra
B madera seca,i Xmadera X B madera fresca,i
Bmuestra _ Bmuestra + Bmuestra
rama seca,i hoja seca,i madera seca,i

Como en la Seccién 3.2.3, un modelo de biomasa para las ramas puede ser ajustado luego
a los datos (Bnestta ., Dest™), donde D" es el didmetro en la base de la i-ésima
rama de la muestra. El modelo de biomasa para las ramas se determina siguiendo el mismo
procedimiento que para la elaboracién de una ecuacién alométrica (véanse los Capitulos 4
a 7 del manual). Para aumentar el tamano de la muestra, el modelo podré determinarse a
partir de todas las ramas medidas para todos los arboles de la misma especie o por grupos
funcionales de especies (Hawthorne, 1995).

Al utilizar el modelo de biomasa para las ramas asi determinado se puede calcular la
biomasa seca de las ramas de diametro basal < 10 cm:

Brama seca = Z f(DZ)

donde la suma se refiere al conjunto de ramas de didmetro basal < 10 cm, D; es el didmetro
basal de la i-ésima rama y f es el modelo de biomasa que predice la biomasa seca de una
rama en funcién de su diametro basal.
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Calculo de la biomasa del arbol

La biomasa seca del arbol se obtiene sumando la biomasa seca de las secciones (tronco
y ramas de didmetro basal > 10 cm), la biomasa seca de los aletones y la biomasa seca de
las ramas de didmetro < 10 cm:

Bseca = Bseca secciones —"_ Bseca aletones + Brama seca

3.4. Mediciones radiculares

Las mediciones de la biomasa de las raices son mucho més dificiles de realizar que las
de la biomasa epigea. Los métodos que proponemos aqui son el resultado de campanas
realizadas en diferentes ecosistemas y fueron objeto de un estudio comparativo en el Congo
(Levillain et al., 2011).

La primera etapa, independientemente del ecosistema, consiste en hacer un diagrama de
Voronoi! alrededor del 4rbol seleccionado. La Figura 3.7 indica el proceso que se debe seguir:
(7) trazar los segmentos que conectan el rbol seleccionado con cada uno de sus vecinos; (i)
trazar las mediatrices de cada segmento, (4i7) unir las mediatrices entre si para delimitar un
espacio alrededor del arbol; (i) a continuacién puede dividirse dicho espacio en tridngulos
unidos por los bordes, siendo facil de calcular la superficie de cada zona utilizando la férmula
del tridngulo y conociendo las longitudes de sus tres lados (a, by ¢):

A= \/p(p — 20)(p — 2b)(p — 2)

donde p = a + b + c es el perimetro del triangulo y A su superficie. La Figura 3.8 ilustra
este proceso para las plantaciones de cocoteros en Vanuatu (Navarro et al., 2008).

El espacio asi delimitado no constituye una materializacién del espacio “vital” del arbol.
Se trata solamente de una forma de separar el espacio en zonas unidas para facilitar luego
el muestreo de la biomasa subterranea. La hipotesis principal es que las raices de otro arbol
que vienen a colonizar este espacio compensan a aquellas que salen de alli y que pertenecen
al arbol seleccionado.

En el caso de masas pluriespecificas o agroforestales, a veces resulta dificil, incluso impo-
sible, separar las raices de las diferentes especies. En este caso, seria muy arriesgado elaborar
modelos individuales (la biomasa radicular asociada al &rbol elegido para el muestreo) pero
las estimaciones de la biomasa de las raices por hectarea, sin distincion de especies, seguira
siendo perfectamente valida.

Los métodos de muestreo varian en funciéon del grosor de las raices. Levillain et al.
(2011) efectuaron un estudio que compara los distintos métodos en el mismo arbol (Foto
3.11). Muestran que es méas rentable, en términos de costo-precisién, muestrear raices finas
con cilindros de muestreo, al tiempo que las raices medias necesitan una excavacién parcial
y las grandes una total del espacio de Voronoi.

El niimero de cilindros de muestreo y la dimension de la fosa que hay que excavar varian
de un ecosistema a otro. En el Congo, en las plantaciones de eucalipto, el niimero éptimo
de cilindros para obtener una precisién de 10 % es de unos 300 en la superficie (0-10 cm)
y de 100 para las raices mas profundas (10-50 y 50-100 cm). Para obtener esta precision
en 1 m de profundidad hacen falta 36 hombre-dias de trabajo. Por el contrario, si se desea
una, precisiéon de sélo el 30 % el tiempo necesario para el muestreo disminuye en 75 %. Este

1Un diagrama de Voronoi (también llamado descomposicién de Voronoi, particién de Voronoi o poligonos
de Voronoi) representa una descomposicién particular de un espacio métrico determinado por las distancias
a un conjunto discreto de objetos del espacio, en general un conjunto discreto de puntos.
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Figura 3.7 — Método para delimitar un espacio de Voronoi y sus subdivisiones alrededor de
un arbol y en una situacion de vecindad cualquiera.

ejemplo ilustra perfectamente la utilidad de hacer un premuestreo (cf. Capitulo 2) para
evaluar la variabilidad en el ecosistema estudiado y luego adaptar el protocolo en funcién
de los objetivos y de la precisién deseada.

Una vez que se han tomado muestras del suelo con las raices, la seleccion puede hacerse
en el laboratorio para los cilindros que contienen raices finas. Por el contrario, para las raices
medianas y gruesas, hay que hacer la seleccién en el campo dado el volumen y el peso de
la tierra excavada. En el laboratorio se lava el suelo teniendo cuidado en poner un filtro
para poder recuperar después la raices que flotan y/o se recuperan usando un tamiz. En el
campo las muestras se separan del suelo manualmente sobre lonas. Para las raices gruesas
v las medianas se puede usar un compresor de aire que permite excavar completamente el
sistema radicular conservando su arquitectura. Este método, paricularmente conveniente en
suelos arenosos, permite satisfacer dos objetivos (biomasa y arquitectura) pero hace falta,
no obstante, disponer de un compresor mévil en el lugar de trabajo (Foto 3.12).

Una vez clasificadas y recolectadas, las raices se ponen a secar siguiendo los mismos
principios que para la biomasa epigea. Las raices finas necesitaran, en general, el mismo
tiempo de secado que las hojas mientras que para las raices medianas y gruesas seran
necesarios mas bien tiempos equivalentes a los de las ramas.

Para el tocén habra que tomar una submuestra, de preferencia vertical, para tener mejor
en cuenta las variaciones de densidad de la madera de esta parte del drbol. Se debe seguir

los mismos procedimientos que para las rodajas del tronco.

Los calculos que hay que hacer luego son los mismos que para la biomasa epigea.
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Foro 3.11 — A la izquierda, combinacion de los métodos de muestreo (cilindros, excavaciones
por cubos, excavacién parcial de Voronoi, excavacion total de Voronoi, segiin Levillain et al.
(2011) (Foto: C. Jourdan). A la derecha, excavacion manual de las raices gruesas en una
plantacién de caucho en Tailandia (Foto: L. Saint-André).

Foro 3.12 — Utilizacién de un compresor de aire en el Congo para la extraccion de los
sistemas radiculares (raices grandes y medianas) de eucaliptos. A la izquierda, el operador
con los equipos de seguridad (proteccién contra el polvo y el ruido); en el centro, el compresor
y una imagen ampliada del medidor que indica la presion del aire (unos 8 bares); a la derecha,
el resultado (Fotos: C. Jourdan).
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Figura 3.8 — Ejemplo de divisién del espacio de Voronoi para el muestreo de las raices en
una plantacién de cocoteros en Vanuatu (Foto: C. Jourdan). (A) Divisién del espacio de
Voronoi y decisién de trabajar sobre 1/12-ésimo de dicho espacio; (B) corte esquemaético
de las fosas realizadas; (C) simplificacion del protocolo teniendo en cuenta la variabilidad
observada en un primer muestreo; (D) materializacién de los trazados en un caso real.

3.5. Equipo recomendado

3.5.1. Material pesado y vehiculos

= Automoviles, camiones, remolque: transporte de personas, de material y de muestras
desde/hasta el laboratorio.

» Cuatriciclo (de ser posible): transporte de material voluminoso y de muestras en el
campo.

= Pala cargadora para el pesar los haces de ramas.

3.5.2. Material basico

= Herramientas basicas en su caja

» Cajas de pléstico (almacenamiento y transporte del material — aproximadamente 10).

» Bolsas de plastico (calcular una o dos grandes por arbol) para reunir las muestras
de un &drbol y evitar las pérdidas de humedad. Bolsas de papel (calcular una por
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cada compartimiento y por cada arbol) para poner las muestras justo después de
tomarlas. Lo ideal es que las bolsas ya estén marcadas con los niimeros de arbol y de
compartimiento (lo que permite ganar tiempo en el campo). También hay que prever
llevar bolsas no marcadas y un rotulador negro con tinta indeleble para corregir los
errores posibles o permitir tomar muestras adicionales.

» Grandes lonas para la copa (ya sea cortadas para atar los haces de ramas, o extendidas
sobre el suelo para recuperar las hojas arrancadas de los arboles).

» Etiquetas (para engrapar en las rodajas), grapas y una engrapadora; o un lapiz de
fucsina (si las muestras deben conservarse luego para medir la mineralomasa, hay que
evitar la fucsina) (Foto 3.13).

» Citeres, machetes, hachas, tijeras podadoras y sierras (Foto 3.13).

» Marcos para armar los haces de ramas (Foto 3.14) o bien contenedores de basura de
distintos tamafios.

» Motosierra (lo ideal es una motosierra adecuada para la corta de arboles y otra, més
pequena y manejable, para cortar las ramas — Foto 3.13).

» Sogas resistentes para atar los haces de ramas (que se volveran a usar durante la
campana, por lo que hace falta hacer nudos reversibles).

» Bolsas grandes muy resistentes (tipo sacos o costales para cereales, arena o fertilizante
— Foto 3.15) para transportar rodajas y muestras del campo a los vehiculos (si éstos
se encuentran lejos del area de corta).

Foto 3.13 — Material de campo. A la izquierda, material para cortar las alicuotas y etique-
tarlas; en el centro, ejemplos de plantillas para cortar las ramas; a la derecha, motosierra y
equipo de seguridad (Foto: A. Genet).

3.5.3. Ingreso de datos de campo usando computadoras

» Un ordenador de bolsillo (con cargador de bateria y cables) o formularios de campo en
papel impermeable o cartén, de ser posible encuadernadas y con tapas plastificadas.

= Flora o clave de determinacion de las especies para los trabajos en bosques tropicales
muy htmedos.

= Lapices de tipo 2B, gomas, sacapuntas.
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Foro 3.14 — Atado de haces. A la izquierda, marco de hierro, lona y soga para atar las
ramas (Foto: A. Genet); en el centro, la preparacion de los haces en el campo (Foto: M.
Rivoire); a la derecha, el haz listo para ser pesado (Foto: M. Rivoire).

Foro 3.15 — Transportes de las rodajas y de las alicuotas en un costal para arena o cereales
(Foto: J.-F. Picard).
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» Balanzas de campo o basculas (con 2 juego de baterias y cargador) para pesar las
muestras (precision de 1 g). Lo ideal es disponer de una gama completa adaptada al
peso de las muestras (una troza de 1 o 2 m puede pesar centenares de kg mientras que
las rodajas de madera van de algunas decenas de g a varias decenas de kg). El uso de
una pala cargadora permite facilitar el pesado en el campo de las trozas grandes. Para
ello hay que prever correas para atar las balanzas a la base y ganchos que se bloqueen
automaticamente para enganchar la troza.

» Decdmetro para medir las alturas a lo largo del tronco (perfiles de tronco).
= Forcipula y cinta para medir la circunferencia, o cinta diamétrica.

» Pintura en aerosol para marcar arboles (marcado de arboles en pie y marcado del fuste
principal en las copas muy desarrolladas).

» Gancho de marcar para indicar los lugares donde se cortaran las rodajas (o marcado
con la pintura en aerosol).

3.5.4. Equipo de laboratorio

= Camaras de secado.

= Probeta de 500 ml como minimo.

= Cuchilla descortezadora.

s Tijeras de podar.

» Balanza con una capacidad de 2 a 2000 g (precisién de 0,1 g a 1 g).

s Sierra sin fin.

3.6. Recomendacién para la composicion de los equipos de campo

Equipo de corta: un lenador, dos ayudantes de lefiador, dos personas (para limpiar el rea
antes de la corta). Calcular dos dias para cortar 40 arboles con circunferencias entre 31 y
290 cm (promedio 140 c¢m). Es posible cortar todos los arboles al comienzo de la campana
para liberar luego a este equipo que se ocuparéd de desramar los arboles. Para que puedan
ser operacionales sin tiempos muertos, hace falta que una decena de érboles (de 20 metros
de altura — o sea, unas 10 a 20 rodajas por arbol) estén listos para ser troceados en el drea
de trabajo.

Equipo de perfiles de fuste: dos personas (un encargado sujetar la cinta y otro de las
mediciones). Este equipo empieza a trabajar apenas cortado el arbol y, por tanto, sigue
al equipo de lenadores. En general ambos equipos son bastante sincrénicos. El equipo de
perfiles de fuste nunca se queda esperando a que terminen los lefiadores, salvo en casos muy
poco frecuentes cuando hay problemas con la corta (por ejemplo, para fustes muy grandes
o para troncos enredados en otros arboles y que hay que liberar).
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Equipo de desrame: tres personas por unidad de trabajo. Cada unidad comprende un
sierrista (con una sierra manejable) y dos agavilladores. Estos equipos pueden duplicarse
o triplicarse en funcién de la dimensién de la copa que hay que desramar. Para hacerse
una idea: para un arbole con 200 cm de circunferencia a la altura del pecho, se necesitan
tres unidades; entre 80 y 200 cm de circonférence, de circunferencia, hacen falta dos; y por
debajo de 80 c¢m de circunferencia, basta con una. Estas magnitudes tienen en cuenta el
hecho de que las unidades no deben interferir entre ellas mientras trabajan. Si hay tres en
el mismo arbol, hace falta que una esté en la parte baja del arbol y que suba a lo largo del
tronco, mientras que las otras dos estdn una a cada lado del eje principal y que partan del
medio de la copa aproximadamente para subir hacia la parte superior del arbol.

Equipo de troceado: incluye un lefiador (para cortar los fustes) y otra persona (encargada
de etiquetar las rodajas). En general, es el equipo de corta que se hace cargo de esta actividad
al terminar con esa labor. Una vez que se han cortado todos los arboles, el lenador se
incorpora a este equipo de troceado y los ayudantes de lenador se suman a aquellos de
desrame.

Equipo de pesaje: tres personas (conductor de la pala cargadora y otras dos personas para
el transporte de las trozas y los haces).

Equipo de muestreo de las ramas: una o dos personas.



Ingreso y estructura de los datos

Después de la fase de mediciones de campo y antes de la fase de andlisis de los datos,
viene la fase de estructuracién de los mismos, que incluye su ingreso, la verificacién de su
exactitud y su formato.

4.1. Ingreso de los datos

Elingreso de los datos consiste en transferir a un archivo informético los datos que figuran
en las fichas de campo. Para ello habra que elegir con antelacién un software adecuado. Si
se trata de un conjunto de datos pequeno, bastard con una hoja electrénica tipo Microsoft
Excel u OpenOffice Calc. Para iniciativas mayores, habra que usar un sistema de gestién de
base de datos, por ejemplo, Microsoft Access o MySQL (www.mysql.com).

4.1.1. Errores en el ingreso de los datos

El ingreso de los datos debe hacerse con todo el cuidado posible para limitar los errores.
Una forma de lograrlo es hacer un registro doble: el primer operador ingresa la informaciéon
y el segundo (de preferencia otra persona) vuelve a ingresar los datos en forma totalmente
independiente. De ese modo, basta con comparar los archivos para descubrir los errores
cometidos al ingresar los datos. Como es poco probable que ambos operadores cometan el
mismo error, este método garantiza un ingreso de datos de buena calidad. La desventaja es
que lleva mucho tiempo y resulta una tarea fastidiosa.

Al registrar los datos hay que prestar atencién a ciertos detalles importantes. Primero,
diferenciar los niimeros de las cadenas de caracteres. Para el software estadistico que se
encargara luego del tratamiento de los datos, un niimero no desempena la misma funcién que
una cadena de caracteres, por lo cual es importante hacer esa distincién desde un principio.
Un niimero se interpretard como el valor de una variable numérica mientras que una cadena
de caracteres sera considerada como una categoria de una variable cualitativa. La diferencia
entre ambos, en general, estd obiva aunque no siempre es asi. Por ejemplo, consideremos
el caso de la latitud y la longitud. Si se desea calcular la correlacién entre la latitud o la
longitud y otra variable (para identificar un gradiente norte-sur o este-oeste), hace falta
que el software considere las coordenadas geogréficas como nimeros. Por ello no hay que
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registrar las coordenadas geograficas como, por ejemplo, “7°28'55,1"” o “13°41'25,9"”. Esas
coordenadas serian interpretadas como variables cualitativas y no se podria realizar ningin
calculo. Una solucién posible consiste en convertir las coordenadas geograficas en valores
decimales. Otra solucién es registrar las coordenadas geogréficas en tres columnas (una para
los grados, otra para los minutos y la tercera para los segundos).

Cuando se ingresan variables cualitativas, hay que evitar cadenas de caracteres muy
largas porque eso multiplica los riesgos de cometer errores. Es mejor ingresar un cédigo
abreviado y precisar en la metainformacién (cf. a continuacién) lo que significa ese codigo.

Otro detalle que tiene su importancia es el simbolo decimal utilizado. Practicamente
todos los paquetes de software estadistico permiten pasar de la coma decimal (simbolo
utilizado en espafiol) al punto (simbolo utilizado en inglés), asi que resulta indiferente usar
uno u otro. Por el contrario, una vez que se ha escogido la coma o el punto como simbolo
decimal, hay que respetarlo a lo largo de todo el proceso de registro de los datos. Si se usa
una vez uno y una vez otro, una parte de los datos normalmente numéricos sera interpretada
por el software estadistico como cadenas de caracteres.

4.1.2. La metainformacién

Durante el ingreso de los datos hay que pensar también en la metainformacién. Se
trata de la informacién que acompana los datos, sin ser por si misma un dato medido. La
metainformacién dara, por ejemplo, la fecha en que se efectuaron las mediciones y quién las
hizo. Si se utilizan c6digos en el ingreso de datos, la metainformacién indicara su significado.
Por ejemplo, es frecuente que los nombres de las especies se ingresen en forma abreviada.
Un c6digo de especie de tipo ANO en una sabana seca de Africa occidental, por ejemplo,
resulta ambiguo: puede tratarse de Annona senegalensis o de Anogeissus leiocarpus. La
metainformacion sirve para eliminar dicha ambigiiedad. Asimismo debe precisar el caracter
de las variables medidas. Por ejemplo, si se mide el diAmetro de los arboles, no basta con
anotar “didmetro” en el cuadro de los datos. La metainformacién debe indicar a qué altura
se midi6 (en la base, a 20 cm, a 1,30 m, etc.) y, algo sumamente importante, en qué unidad
estd expresado (en cm, en dm, etc.). Insistimos en el hecho de que la unidad de medida de
cada una de las variables debe precisarse en la metainformacién. Con demasiada frecuencia
encontramos cuadros de datos que no indican las unidades en las cudles se registraron, lo
que da lugar a toda una serie de suposiciones arriesgadas.

Para la persona que concibié el dispositivo de medicién y se encargd de supervisar las
mediciones, la informacién contenida en la metainformacion suele ser tan evidente que no
ve la necesidad de perder tiempo en ingresarla. No obstante, hay que pensar en una persona
ajena al proceso que se encuentra con ese conjunto de datos diez afos mas tarde. Si la
metainformacién se hizo bien, la persona podréa trabajar con esos datos como si fuera ella
quien los hubiera elaborado.

4.1.3. Niveles anidados

Los datos se ingresan en las hojas de calculo, con un renglén por cada individuo. Si los
datos incluyen varios niveles anidados, debe haber tantos cuadros de datos como niveles.
Supongamos que tratamos de construir un cuadro para las formaciones de tipo monte medio
a escala de una regién. Para los individuos multicaules de la muestra, se calcula el volumen de
cada fuste por separado. Se seleccionan los individuos en las parcelas, a su vez seleccionadas
en los macizos forestales distribuidos en la zona de estudio. En este caso se trata de cuatro
niveles anidados: el rodal, que incluye varias parcelas; la parcela, que incluye diversos arboles;
el arbol, que incluye varios fustes; y por ultimo, el tronco. En este caso tendrda que haber
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Cuadro “rodal” Cuadro “parcela”
rodal superficie ) rodal parcela longitud latitud )
1 400 1 1.1 7.345 12.146 —
2 650 3 1 1.2 7.832  12.253
Cuadro “fuste” Cuadro “arbol”
arbol fuste D H V 1parcela arbol especie = y
1.1.1 1.1.1.1 20 18 2.3 1.1 1.1.1 ANO 3.2 45
111 1112 12 15 1.9J 11 112 GUI 72 21

Figura 4.1 — Ejemplo de cuatro cuadros de datos para cuatro niveles anidados.

Cuadro 4.1 — Registro de los datos con cuatro niveles anidados en un cuadro tunico.

rodal superficie parcela longitud latitud Aarbol especie =z Y fuste D H V

1 400 1.1 7345 12146 1.1.1 ANO 32 45 1.1.1.1 20 18 23
1 401 1.1 7.345 12146 1.1.1  ANO 3.2 45 1112 12 15 1.9
1 400 1.1 7.345 12146 1.1.2  GUI 7.2 21

1 400 1.2 7.832 12.253

2 650 : : :

pues cuatro cuadros de datos (Figura 4.1). Cada uno reflejard las variables que describen
a los individuos del nivel correspondiente, con un renglén del cuadro para cada individuo.
Por ejemplo, el primer cuadro dard la superficie de cada uno de los macizos forestales. El
segundo dard las coordenadas geograficas de cada una de las parcelas. El tercero dara la
especie y las coordenadas de cada arbol dentro de la parcela. Por iltimo, el cuarto dara
el volumen y el tamano de cada tronco. A cada renglén de un cuadro corresponden varios
del cuadro del nivel inferior. Un identificador debe permitir establecer la correspondencia
entre los renglones de los distintos cuadros. Asi pues, el niimero del rodal se repetird en los
cuadros “rodal” y “parcela”, el nimero de la parcela se repetird en los cuadros “parcela” y
“4rbol”, y el nimero del arbol se repetira en los cuadros “arbol” y “fuste” (Figura 4.1).

Esta estructuracion de los datos minimiza la repeticién de la informacion y, con ello, los
errores de ingreso. Una alternativa seria ingresar todos los datos en el mismo cuadro, como
se indica en el ejemplo anterior en el Cuadro 4.1. No se recomienda esta alternativa porque
repite inutilmente la informacién, multiplicando pues los riesgos de error de registro. Por
ejemplo, en el Cuadro 4.1 introdujimos voluntariamente un error de registro en el segundo
renglén del Cuadro, donde la superficie del rodal 1, normalmente igual a 400 ha, aqui es
de 401 ha. Al repetir inatilmente la informacién, se multiplican este tipo de incongruencias
que luego hay que corregir.

Una buena forma de resolver estos problemas de niveles anidados es construir una base
de datos relacional. Este tipo de bases de datos se construyen justamente para gestionar
los distintos cuadros con las relaciones que los unen entre si. Permiten eliminar cualquier
incongruencia como la ilustrada en el Cuadro 4.1 al verificar sisteméaticamente la integridad
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de las relaciones entre los cuadros. Sin embargo, la construccion de una base de datos
relacional es una etapa técnica que exige a veces recurrir a una persona competente en ese
ambito.

Recapitulando, al ingresar datos, es preferible:

= evitar repetir la misma informacién,

= preferir las bases de datos relacionales,

» dar informacién adicional (metainformacion),

= prestar atencion a las unidades,

= establecer la diferencia entre la informacién cualitativa y aquella cuantitativa,
= verificar los datos,

= reducir o corregir los datos faltantes.

4.2. \Verificacion de los datos

La verificacion exige que se comparen los formularios de campo contra la informacién
del software estadistico (o eventualmente, un programa especialmente concebido para la
verificacion de los datos). Esta etapa sirve para eliminar cualquier incongruencia en los datos.
Eventualmente, si todavia existe el dispositivo de medicién, habra que volver a efectuar
algunas mediciones. La verificacién permitird eliminar:

= Jos datos aberrantes. Por ejemplo, un arbol de 50 metros de didmetro.

= los datos incoherentes. Por ejemplo, un arbol con una biomasa del tronco de 755 kg
y una biomasa total de 440 kg, o bien un arbol de 5 cm de didmetro y de 40 m de
altura.

= las modalidades falsas de las variables cualitativas. Por ejemplo, un software que hace
la diferencia entre las mayusculas y las mintisculas interpretara “si” y “Si” como dos
categorias diferentes, cuando en realidad se trata de la misma.

La dificultad para detectar los datos aberrantes proviene de la eleccién del umbral entre lo
que es una medicién normal y lo que constituye una aberrante. Suele ocurrir que los datos
aberrantes sean el resultado de un cambio de unidad durante el registro de los datos. Si la
ficha de campo dice 1,2 kg y luego 900 g para las mediciones de biomasa foliar, habra que
tener cuidado al registrar 1,2 y 0,9 (en kg), o bien 1200 y 900 (en g), pero en ningin caso
habra que registrar 1,2 y 900. Los datos incongruentes son mas dificiles de detectar porque
hay que comparar varias variables entre si. En el ejemplo anterior, un arbol con una biomasa
del tronco de 755 kg no tiene nada de anormal y un arbol con una biomasa total de 440 kg
tampoco pero, desde luego, ambas medidas no pueden ser correctas si se trata del mismo
arbol. Del mismo modo, un arbol con un didmetro de 5 cm no tiene nada de anormal como
tampoco lo tiene un arbol que mida 40 m de altura pero lo que es anormal es que haya un
arbol de 5 ¢m de didmetro con una altura de 40 m.

La deteccion de los datos aberrantes e incongruentes podra efectuarse con estadisticas
descriptivas y graficos que comparen dos variables al mismo tiempo: el examen de las medias,
los cuantiles, los valores maximos y minimos permiten con frecuencia detectar los datos
aberrantes; los graficos de dos variables permiten detectar incongruencias de los datos. En
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el ejemplo anterior, se podra hacer el grafico de la biomasa total en funciéon de la biomasa
del tronco, y verificar que todos los puntos se sitien por encima de la recta y = x. Los
graficos altura en funcién del didmetro, volumen en funciéon del didmetro, etc., permiten
detectar también los datos anormales. Las categorias de las variables cualitativas podran
inspeccionarse sacando la cuenta del nimero de observaciones por categoria. Dos variables
cualitativas podran cruzarse para elaborar la tabla de contingencia correspondiente. Durante
esta inspeccién de los datos habra que cerciorarse que el software estadistico ha interpretado
los datos numéricos y los datos cualitativos como corresponde.

Las categorias falsas suelen resultar de una falta de rigor en el ingreso de los datos. Los
errores de ortografia involuntarios, frecuentes cuando los nombres de las especies se escriben
completos, por ejemplo, dan lugar a categorfas falsas. Estas pueden ser muy ambiguas y
dificiles de corregir. Tomemos el ejemplo de un conjunto de datos sobre arboles del bosque
tropical himedo de Africa central, donde, entre otras, hay dos especies mubangu (alombi
en francés) (Julbernardia seretii) y calabd (ilomba en francés) (Picnanthus angolensis).
Supongamos que, por error, la categoria falsa “alomba” fue registrada por el técnico francés.
Esta falsa categoria no se diferencia de las verdaderas alombi e ilomba més que en una
letra. ;Cémo saber cudl es la verdadera categoria? Los acentos suelen dar lugar también a
categorias falsas, segin se haya registrado el texto con o sin acentos. Tomemos el ejemplo
del registro de un color: para la persona que registra los datos, puede ser obvio que “verde
oscuréd” y “verde oscuro” indican la misma modalidad pero para el software, se trata de
dos diferentes. Los femeninos y masculinos de los adjetivos, segin califiquen al objeto o al
color, también pueden plantear problemas. Por ejemplo, “hoja verde claro” y “hoja verde
clara” seran considerados como dos categorias diferentes por el software. Una categoria
falsa que suele encontrarse con frecuencia se refiere al espacio. La modalidad “verde” (sin
espacio) y la modalidad “verde ,” (con espacio, representado aqui como “ ") serd considerada
por el software como dos categorias diferentes. Esta falsa categoria resulta especialmente
desconcertante puesto que el espacio no se ve en la pantalla, de modo que el usuario tiene
realmente la impresién de que se trata de la misma categoria. Todos los caracteres invisibles
(ir al renglén siguiente, tabulacién, etc.) o los caracteres que aparecen del mismo modo en
la pantalla aunque tengan codigos ASCII diferentes, pueden generar el mismo tipo de error
desconcertante.

Las categorias falsas pueden evitarse usando maéscaras de entrada que sélo permiten
entrar las variables cualitativas a partir de una lista de categorias admisibles. El uso de
scripts automaticos para verificar los datos, que supriman los espacios incorrectos, verifiquen
los acentos o si se trata de mintsculas o mayusculas, y que verifiquen que las variables
cualitativas tengan un valor comprendido dentro de una lista de categorias admisibles, es
algo necesario para grandes conjuntos de datos.

4.3. Estructura de los datos

La estructura de los datos consiste en organizarlos en un formato que permita realizar
los célculos necesarios para elaborar el modelo. Normalmente se trata de una tabla que
tiene un renglén por cada individuo estadistico (un arbol para un modelo individual, una
parcela para un modelo de rodal) y tantas columnas como variables descriptivas haya (tanto
para las variables que haya que predecir: biomasa, volumen, etc., como para las variables
explicativas: didmetro, altura, etc.). Esta fase de la estructuracién de la base de datos puede
exigir manipulaciones bastante avanzadas de los datos. En ciertos casos habrd que agregar
los datos de un nivel de descripcién a otro. Por ejemplo, si se quiere construir un modelo
individual para un rebrote y las mediciones se hicieron sobre fustes individuales, habra que
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agregar los datos relativos a los fustes de un mismo tocon: sumar los voliimenes y las masas,
calcular el didmetro equivalente del tocén (es decir, el didmetro cuadratico medio) a partir
de los didmetros de sus fustes. Otro ejemplo es la elaboraciéon de un modelo de rodal a partir
de las mediciones de los arboles individuales. En ese caso habra que sumar los datos relativos
a los arboles a los datos que caracterizan el rodal (volumenpor hectérea, altura dominante,
etc.). En otros casos, por el contrario, habra que dividir los conjuntos de datos. Por ejemplo,
se calculado el volumen de arboles escogidos al azar en una masa pluriespecifica y se quiere
elaborar un modelo separado para las cinco especies dominantes. En ese caso hay que dividir
el conjunto de datos en funcién de las especies arbdreas.

La estructura de los datos serda mucho mas facil si su ingreso se hizo en el formato ade-
cuado. Las bases de datos relacionales tienen la ventaja de ofrecer un lenguaje de biisqueda
que permite elaborar ficilmente ese tipo de cuadros sintéticos. En el programa Microsoft
Excel, la herramienta de “tablas dindamicas” se podra aprovechar bien para estructurar los
datos.

(D——

Conjunto de datos del “linea roja”

Para ilustrar algunas particularidades en este manual utilizaremos un conjunto de datos
recopilados en Ghana por Henry et al. (2010). Dicho conjunto de datos da la biomasa seca de
42 arboles que pertenecen a 16 especies de un bosque muy himedo tropical. Para cada arbol,
se midié el didmetro a la altura del pecho, la altura, el didmetro de su copa, la densidad
promedio de su madera, el volumen y la biomasa seca en cinco compartimientos: ramas,
hojas,tronco, aletones y biomasa total.

El Cuadro 4.2 presenta los datos de Henry et al. (2010) tal y como deberan ser presen-
tados en una hoja de calculo. El Cuadro de los datos se presenta en una hoja de calculo
rectangular donde figuran los datos; no debe haber ningin renglén ni columna en blanco,
ni ninguna presentacién que se aleje de esta matriz de datos. Hay que evitar todo lo que sea
puramente decorativo: tabulaciones o casillas vacias para aligerar la presentacion, puesto
que el software estadistico no podra leer el conjunto de datos que no corresponda al formato
de la matriz. Los titulos de las columnas se limitaran a palabras cortas, incluso abreviaturas.
La informacién sobre el significado de las variables y su unidad de registro se pondré en la
metainformacion.

Si hubiera que ingresar informacién sobre las especies, éstas se registrarian en un segundo
cuadro dado que hay dos niveles anidados: el nivel de especie, con varios arboles por especie;
v el nivel del arbol, anidado en el nivel de especie. De este modo, si se quisiera registrar
el conjunto de especies que comparten los mismos recursos (ecological guild) y el nombre
vernaculo de las especies, se obtendria un segundo Cuadro 4.3 propio a la especie, siendo
el nombre cientifico de la especie el identificador que permite establecer la relacién entre el
Cuadro 4.2 y el Cuadro 4.3.

Lectura de los datos. Supongamos que los datos, presentados en forma de matriz, estan
guardados en un archivo Excel Henry_et_al2010.x1s, cuya primera hoja se titula biomasa
y contiene el Cuadro 4.2. En el soporte 16gico R, la lectura de los datos se realiza mediante
las instrucciones o comandos siguientes:

library (RODBC)

ch <- odbcConnectExcel ("Henry_et_al2010.x1s")
dat <- sqlFetch(ch,"biomasa")

odbcClose(ch)
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Los datos se almacenan luego en el objeto dat.

Verificacion de los datos. Algunas rutinas pueden hacerse para comprobar la calidad de
los datos. En R, el comando summary da las estadisticas descriptivas béasicas de las variables
de un cuadro de datos:

summary (dat)

En particular para el didmetro, el resultado es:

dbh
Min. . 2.60
1st Qu.: 15.03
Median : 59.25

Mean : 58.59
3rd Qu.: 89.75
Max. :180.00

Asi pues, el didmetro de los arboles medidos va de 2,6 cm a 180 cm, con un promedio de
58,59 cm y un didmetro mediano de 59,25 cm. Las estadisticas descriptivas basicas para la
biomasa seca total son:

Btot
Min. : 0.0000
1st Qu.: 0.1375
Median : 3.1500
Mean 6.8155
3rd Qu.: 9.6075
Max. :70.2400

La biomasa seca total del arbol mas grande es de 70,24 toneladas. La biomasa seca del
arbol mas pequeiio en el conjunto de datos es cero. Dado que las biomasas se expresan en
toneladas con dos cifras significativas, ese valor no es un dato aberrante sino que simplemente
significa que la biomasa seca de ese arbol es inferior a 0,01 toneladas = 10 kg. Sin embargo,
ese valor cero planteara problemas mas tarde cuando se quiera realizar una transformacién
logaritmica.

Por dltimo, podemos asegurarnos de que la biomasa seca total sea realmente la suma de
las biomasas de los otros cuatro compartimientos:

max (abs (dat$Btot-rowSums (dat [,c("Bbran","Bfol","Btronc","Bctf")])))

La mayor diferencia en valor absoluto es igual a 0,01 toneladas, lo que corresponde bien a
la precisién de los datos (dos cifras significativas). Por ende, no hay ninguna incongruencia
a este nivel en el conjunto de datos.

—
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Cuadro 4.2 — Datos de biomasa de los drboles de Henry et al. (2010) en Ghana. dbh es
el diametro en cm, haut es la altura en m, houp es el didmetro de la copa en m, dens
es la densidad promedia de la madera en gcm™3, volume es el volumen en m?, Bbran es
la biomasa seca de las ramas en toneladas, Bfol es la biomasa foliar seca en toneladas,
Btronc es la biomasa seca del tronco en toneladas, Bctf es la biomasa seca de los aletones
en toneladas, y Btot es la biomasa seca total en toneladas.

especie dbh haut houp dens volume Bbran Bfol Btronc Bctf Btot
Heritiera utilis 7,3 5,1 3,7 0,58 0,03 0,02 0 0 0 0,02
Heritiera utilis 12,4 12 5 0,62 0,11 0,02 0 0,05 0 0,07
Heritiera utilis 31 22 9 0,61 1,34 0,1 0,01 0,71 0,02 0,83
Heritiera utilis 32,5 27,5 7,1 0,61 1,12 0,07 0,01 0,61 0,01 0,7
Heritiera utilis 48,1 35,6 7,9 0,61 3,83 0,24 0,01 2,07 0,01 2,33
Heritiera utilis 56,5 35,1 8 0,6 5,43 0,85 0,03 2,28 0,14 3,31
Heritiera utilis 62 40,4 11,1 0,6 6,84 0,68 0,04 3,28 0,15 4,15
Heritiera utilis 71,9 42,3 20 0,6 9,84 1,34 0,05 4,43 0,11 5,93
Heritiera utilis 83 39,4 15,9 0,6 11,89 2,2 0,09 4,83 0,04 7,16
Heritiera utilis 100 50,5 19,1 0,58 31,71 8,71 0,11 8,39 1,4 18,61
Heritiera utilis 105 50,5 19,2 0,58 35,36 8,81 0,13 11,18 0,65 20,76
Heritiera utilis 6,5 8,1 1,5 0,78 0,01 0,01 0 0 0 0,01
Tieghemella heckelii 12 17 4,7 0,78 0,15 0,12 0,01 O 0 0,13
Tieghemella heckelii 73,5 45 11,1 0,66 11,08 1,27 0,04 5,91 0,14 7,36
Tieghemella heckelii 80,5 50,7 13 0,66 12,25 1,54 0,05 6,45 0,09 8,13
Tieghemella heckelii 93 45 17 0,66 17,79 3,66 0,06 7,8 0,21 11,73
Tieghemella heckelii 180 61 41 0,62 112,81 27,28 0,74 35,07 7,16 70,24
Piptadeniastrum africanum 70 39,7 10,5 0,58 10,98 2,97 0,06 3,29 0,07 6,39
Piptadeniastrum africanum 89 50 18,8 0,57 15,72 3,69 0,05 5,16 0,16 9,06
Piptadeniastrum africanum 90 50,2 16 0,57 22,34 5,73 0,38 6,23 0,74 13,08
Aubrevillea kerstingii 65 32,5 9 0,62 4,79 1,52 0,02 1,45 0 2,99
Afzelia bella 83,6 40 13,5 0,67 14,57 3,17 0,03 6 0,58 9,79
Cecropia peltata 7,8 2,3 2,5 0,17 0,07 0 0 0,01 0 0,01
Cecropia peltata 20,5 21,2 6,2 0,23 0,44 0,03 0 0,07 0 0,11
Cecropia peltata 29,3 22,5 8,9 0,27 1,11 0,13 0,01 0,16 0 0,31
Cecropia peltata 35,5 12 7,3 0,26 1,39 0,12 0,02 0,25 0 0,38
Ceiba pentandra 132 45 16 0,54 28,55 1,53 0,04 13,37 0,44 15,39
Ceiba pentandra 170 51 27,1 0,26 64,84 3,2 0,1 11,87 1,88 17,05
Nauclea diderrichii 2,6 4,9 8,4 0,76 0 0 0 0 0 0
Nauclea diderrichii 94,6 50,5 12 0,5 17,19 1,06 0,02 7,49 0,06 8,64
Nauclea diderrichii 110 58,8 14,1 0,4 28,71 3,47 0,06 7,9 0,07 11,49
Nauclea diderrichii 112 40 13,2 0,47 22,74 3,41 0,1 7,19 0,13 10,82
Daniellia thurifera 9 9,3 8 0,42 0,11 0,05 0,01 O 0 0,05
Guarea cedrata 12,8 13 3,1 0,62 0,12 0,08 0,01 O 0 0,08
Guarea cedrata 71,5 45,5 14 0,5 10,12 0,65 0,02 4,3 0,13 5,1
Strombosia glaucescens 7,6 11,3 3,9 0,66 0,07 0,05 0,01 O 0 0,05
Strombosia glaucescens 26,5 26 12,2 0,73 1,09 0,2 0,01 0,58 0 0,8
Garcinia epunctata 7,1 5,7 3,8 0,656 0,08 0,05 0,01 O 0 0,06
Drypetes chevalieri 13,2 15,7 5 0,65 0,22 0,15 0,02 0 0 0,16
Cola nitida 23,6 23,4 6,3 0,56 0,68 0,09 0,01 0,28 0 0,39
Nesogordonia papaverifera 24,3 30,2 6,5 0,69 0,73 0,12 0,01 0,36 0,02 0,51
Dialium aubrevilliei 98 43,7 98 0,65 18,49 2,55 0,05 9,07 0,4 12,07
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guild especie vernacular
heliéfila no pionera Heritiera utilis Nyankom
heliéfila no pionera Tieghemella heckelii Makore
heliéfila no pionera Piptadeniastrum africanum Dahoma
heliéfila no pionera Aubrevillea kerstingii Dahomanua
heliéfila no pionera Afzelia bella Papao-nua
pionera Cecropia peltata Odwuma
pionera Ceiba pentandra Onyina
pionera Nauclea diderrichii Kusia
pionera Daniellia thurifera Sopi
tolerante a la sombra Guarea cedrata Kwabohoro
tolerante a la sombra Strombosia glaucescens Afena
tolerante a la sombra Garcinia epunctata Nsokonua
tolerante a la sombra Drypetes chevalieri Katreka
tolerante a la sombra Cola nitida Bese
tolerante a la sombra Nesogordonia papaverifera Danta
tolerante a la sombra Dialium aubrevilliei Dua bankye

Cuadro 4.3 — Datos sobre las especies objeto del muestreo por Henry et al. (2010) en Ghana.






Exploracion grafica de los datos

La exploracién grafica de los datos es la primera etapa de su analisis. Consiste en estudiar
visualmente las relaciones entre las variables para hacerse una idea del tipo de modelo
que hay que ajustar. Concretamente, se proyecta en un grafico una nube de puntos cuyas
coordenadas corresponden a dos variables: la variable explicativa en el eje de las = y la
variable dependiente en el eje de las y. Un grafico sélo puede elaborarse para un maximo de
dos variables al mismo tiempo (desde el punto de vista practico los graficos tridimensionales
no pueden ser analizados visualmente). Para explorar graficamente las relaciones entre p
variables (con p > 1), se haran pues p(p — 1)/2 graficos de dos variables y/o se tratard de
construir variables explicativas sintéticas a partir de varias variables explicativas (volveremos
a abordar este punto en el §5.1.1).

Supongamos pues que tenemos una variable de respuesta denominada Y (el volumen, la
biomasa, etc.) y p variables explicativas denominadas X, Xo, ..., X, (el didmetro, la altura,
etc.). El objetivo de la exploracién grafica no es seleccionar entre las n variables explicativas
aquellas que se utilizaran realmente para el modelo: la seleccion de las variables supone que
sabemos probar el caracter significativo de una variable, lo que ocurre en la fase siguiente
de ajuste del modelo. Las p variables explicativas se consideran entonces como fijas y se
busca la forma del modelo que vincula mejor la variable Y a las variables X; a X,. Un
modelo se compone de dos términos: la media y el error (o residuo). La exploracién grafica
pretende precisar al mismo tiempo la forma de la relacion promedio y aquella del error pero
sin preocuparse del valor de los pardmetros del modelo (ésta serd la etapa siguiente del
ajuste del modelo). La relacién media puede ser lineal o no lineal, linealizable o no; el error
residual puede ser aditivo o multiplicativo, de varianza constante (homocedasticidad) o no
(heterocedasticidad). Como ejemplo en la Figura 5.1 muestra estos cuatro casos posibles,
dependiendo de que la relacién sea lineal o no y la varianza de los residuos, constante o no.

La fase de exploracion grafica de los datos también es necesaria para evitar caer en la
trampa del ajuste “a ciegas”: en efecto, se puede tener la impresion de que el ajuste de un
modelo a los datos es de buena calidad cuando en realidad se trata de un “artefacto”. Esto
se ilustra en la Figura 5.2 en el caso de la relacion lineal. En los cuatro casos que aparecen
en esta Figura, el R? de la regresién lineal de Y con respecto a X es elevado mientras que,
en realidad, la relacién lineal Y = a + bX + € no se adapta a los datos. En la Figura 5.2A,
la nube de puntos se estructura en tres subconjuntos en los cudles la relacién entre Y y X
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Figura 5.1 — Ejemplo de las relaciones entre las dos variables X e Y: A) relaciéon lineal y
varianza de los residuos constante, B) relacion no lineal y varianza de los residuos constante,
C) relacién lineal y varianza de los residuos no constante, D) relacién no lineal y varianza
de los residuos no constante.

es lineal con un coeficiente de correlacion negativo. Sin embargo, estos tres subconjuntos
se organizan a lo largo de una recta de pendiente positiva, que es la recta originada por la
regresion lineal. En 5.2B, la nube de puntos, salvo un tnico dato aislado (probablemente
un dato aberrante), no presenta ninguna relaciéon entre Y y X. Pero el dato aislado basta
para hacer creer que existe una relacién positiva entre Y y X. En 5.2C, la relacién entre Y
vy X es parabdlica. Por ultimo en 5.2D, la nube de puntos, salvo un tinico dato excéntrico,
se estructura a lo largo de una recta de pendiente positiva. En este caso una relacién lineal
entre Y y X seria adaptada para describir los datos una vez excluido el dato aislado. Este
dato aislado hace que se reduzca artificialmente el valor de R? (por oposicién al grafico 5.2B
donde el dato aislado aumenta artificialmente R?).

Como su nombre lo indica, la fase de exploracién grafica es més exploratoria que un
método sistematico. Aun cuando puedan darse una serie de consejos para encontrar el buen
modelo, hacen falta experiencia e intuicién para lograrlo.

5.1. Exploracion de la relacion promedio

En esta Seccién nos interesamos en la forma grafica de determinar el caracter de la
relacion promedio entre dos variables X e Y, es decir, en encontrar la forma de la funcién
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Figura 5.2 — Coeficientes de determinacién (R?) de las regresiones lineales realizadas en las
nubes de puntos que no presentan relaciones lineales.

f (jsi existe!) tal que E(Y) = f(X). Cuando no hay méds que una variable explicativa X, la
exploracién grafica consiste en trazar la nube de puntos de Y en funcién de X.

@——

Explorando la relacién biomasa—diametro

Para ver la forma de la relacion entre la biomasa seca total y el didmetro a la altura de
pecho de los arboles, se dibuja la nube de puntos de la biomasa en funcién del didmetro.
Una vez leido el conjunto de datos (cf. Linea roja 1), el comando para dibuja la nube de
puntos es:

plot(dat$dbh,dat$Btot,xlab="Didmetro (cm)",ylab="Biomasa (t)")

La nube de puntos resultante se muestra en la Figura 5.3. Esta nube de puntos es del mismo
tipo que el grafico de la Figura 5.1D: la relacién entre la biomasa y el didmetro no es lineal
y la varianza de la biomasa aumenta cuando aumenta el didmetro.

—

Como el método gréfico de la nube de puntos no puede usarse méas que para una sola
variable explicativa, se tratard de reducirlo a este caso cuando haya varias variables expli-
cativas. Ante todo, expliquemos este ultimo punto.
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Figura 5.3 — Nube de puntos de la biomasa seca total (toneladas) en funcién del didmetro
a la altura del pecho (cm) para los 42 arboles medidos en Ghana por Henry et al. (2010).

5.1.1. Cuando hay mas de una variable explicativa

Lo primero es ver si es posible formar, a partir de varias variables explicativas, una sola
variable explicativa sintética. Por ejemplo, si queremos predecir el volumen del tronco a
partir de su didmetro a la altura del pecho D y de su altura H, podemos estar seguros que
la nueva variable D?H serd un predictor efectivo. En ese caso, a partir de dos variables
explicativas D y H se form6 una nueva (jy tnica!) variable explicativa D?H. Por ejemplo
Louppe et al. (1994) crearon el modelo de volumen individual siguiente para Afzelia africana
en la Reserva Forestal Badénou en Cote d’Ivoire:

V = —0,0019 + 0,04846C%H

donde V es el volumen total en m?, C' la circunferencia a 1,30 m en m y H la altura en
m. Aunque se trate de una tabla con dos entradas (la circunferencia y la altura), no hay
méas que una variable explicativa: C2H. Otro ejemplo es la tabla de cubicacién del rodal
establecida por Fonweban & Houllier (1997) en Camertn para Fucalyptus saligna:

Ho)ﬁs

V:ﬂlGﬁQ (N

donde V es el volumen del rodal en m3ha~!, G es el drea basal en m?ha™!, Hy es la altura
dominante del rodal, N es la densidad del mismo (nimero de arboles por hectérea) y los
B son parametros constantes. Aun cuando se trate de un modelo de tres entradas (el area
basal, la altura dominante y la densidad), en realidad sélo hay dos variables explicativas: G
y la relacion Hy/N.

@——

Explorando la relacién biomasa—D?H

Comparado con un modelo de biomasa de dos entradas usando el didmetro a la altura del
pecho D y la altura H, la cantidad D?H constituye una aproximacién del volumen del tronco
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(dejando de lado el coeficiente de forma) y puede usarse por tanto como variable explicativa
sintética. La nube de puntos de la biomasa en funcién de D?H se obtiene mediante el
comando:

with(dat,plot(dbh”~2*haut,Btot,xlab="D2H (cm2.m)",ylab="Biomasa (t)"))

El resultado se representa en la Figura 5.4. Esta nube de puntos es del mismo tipo que el
grafico de la Figura 5.1C: la relacién entre la biomasa y D?H es lineal pero la varianza de
la biomasa aumenta a medida que aumenta D?H.

—
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Figura 5.4 — Nube de puntos de la biomasa seca total (toneladas) en funcién de D*H , donde
D es el diametro a la altura del pecho (cm) y H la altura (m) para los 42 drboles medidos
en Ghana por Henry et al. (2010).

Supongamos que, después de esta fase de agregacién de las variables explicativas, todavia
quedan p variables explicativas X, ..., X, (con p > 1). Primero se podrian explorar las p
relaciones entre Y y cada una de las p variables explicativas. Se trata en efecto de relaciones
entre dos variables y los métodos graficos que presentaremos luego, en consecuencia, se
aplican bien a esos casos. Sin embargo este enfoque suele ser muy poco informativo ya que
la relacion entre Y y p variables no se reduce a las p relaciones entre Y y cada una de las p
variables separadamente. Un ejemplo sencillo puede ilustrar este concepto: supongamos que
la variable Y sea (dentro del margen de error) la suma de dos variables explicativas:

Y=X1+Xo+¢ (5.1)

donde € es un error de esperanza cero y que las variables X7 y Xo estdn vinculadas de forma
tal que X; varfa entre 0 y —Xpax v que, con una X; dada, Xy varia entre max(0,—X1) y
min(Xnyix, 1 — X7). La Figura 5.5 muestra los dos gréficos de Y en funcién de cada una de
las variable explicativas X1 y Xy para datos simulados segin el modelo (con X35 = 5). La
nube de puntos parece no tener una estructura particular y por ende no se puede detectar
el modelo E(Y) = X7 + Xo.

Una forma de resolver este problema es a través del condicionamiento. Esto se trata
de examinar la relacién entre la variable de respuesta Y una de las variables explicativas
(supongamos X9) condicionalmente con respecto a los valores de la otra variable explicativa
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Figura 5.5 — Graficos de una variable Y en funcién de cada una de las dos variables expli-
cativas X1 y Xo tales que E(Y) = X; + Xo.

(en este caso X7). En la practica, se divide el conjunto de datos segtn las clases de valores
de Xi, luego se explora la relacién entre Y y Xo en cada uno de los subconjuntos de
datos. Siguiendo el ejemplo anterior, se dividieron los valores de X; en 12 intervalos grandes
de 0,5 unidades: el primero va de —5 a —4,5, el segundo de —4,5 a —4, etc., hasta el
altimo intervalo que va de 0,5 a 1. El conjunto de datos representado en la Figura 5.5 se
dividié en 12 subconjuntos de datos en funcién de 12 clases de valores de X, luego se
trazaron los 12 graficos de Y en funcién de X5 para estos 12 subconjuntos de datos. El
resultado se representa en la Figura 5.6. La superposicion de los graficos de dicha Figura
daria nuevamente el grafico de la derecha de la Figura 5.5. Estos graficos muestran que,
para un valor dado de Xi, la relacion entre Y y Xs es realmente lineal. Ademds se puede
ver que la pendiente de la linea de Y en funcién de X5 para una X7 dada, es constante para,
todos los valores de X;. Esta exploracion grafica demuestra por tanto que el modelo es de
tipo:
B(Y) = f(X1) + aX,

donde a es un coeficiente constante (en este caso igual a 1, pero la exploracién grafica no se
ocupa del valor de los parametros), y f(X1) representa la interseccién de la recta que une
Y a X, para un valor dado de X;. Esta interseccién potencialmente varia en funcién de X,
segun una funcién f que queda por determinar.

Para explorar la forma de la funcién f, podemos ajustar por regresién lineal una recta
a cada uno de los 12 subconjuntos de datos de Y y X que corresponden a las 12 clases de
valores de X;. Se determina la interseccién yg, de cada una de esas 12 rectas y se grafica
yo en funciéon del punto medio de cada clase de valores X;. La Figura 5.7 muestra este
grafico para los mismos datos simulados anteriormente. Esta exploracién grafica revela que
la relacion entre yo y X7 es lineal, es decir: f(X;) = bX; + ¢. Al final la exploracién gréfica
basada en el condicionamiento con respecto a X; revel6 que un modelo adecuado era:

E(Y) =aXs+bX) +c

Como las variables X7 y X5 desempeifian un papel simétrico en el modelo (5.1), el condi-
cionamiento también resulta simétrico con respecto a ambas variables. Aqui hemos estudiado
la relacién entre Y y X9 condicionalmente con respecto a Xi, pero hubiéramos llegado del
mismo modo al mismo modelo explorando la relacién entre Y y X; condicionalmente con
respecto a Xs.
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Figura 5.6 — Graficos de una variable Y en funcién de una variable explicativa Xo para
cada uno de los subconjuntos de datos definidos por las clases de valores de otra variable

explicativa X1, con E(Y) = X1 + X».
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Figura 5.7 — Trazado de la interseccién de la regresién lineal de Y con respecto a Xy para
un subconjunto de datos correspondiente a una clase de valores de X en funcion del medio
de estas clases, para datos simulados segiin el modelo Y = X1 + X5 + €.

En este ejemplo, la relacién entre Y y Xo para un X; dado, es una recta cuya pendiente
es independiente de Xs: se dice que no hay interaccién entre X; y Xs. Un modelo con
interaccién serfa, por ejemplo, E(Y) = X7 + X5 + X; Xo. En este caso, la relacion entre
Y y X9 a X dado es una recta cuya pendiente, igual a 1 4+ X7, depende en efecto de Xj.
El condicionamiento permite, sin mayor dificultad, explorar la forma de los modelos con
interacciones entre las variables explicativas.

El condicionamiento se extiende, en principio, a cualquier niimero de variables explica-
tivas. Para tres variables explicativas X7, Xo, X3 por ejemplo, se podra explorar la relacién
entre Y y X3 para X; y Xo fijas; tengamos en cuenta f la funciéon que define esta relacién,
asi como 0(X;, X32) los pardmetros de f (que dependen potencialmente de X; y Xs):

E(Y) = f[X3; 6(X1, X2)]

A continuacién, se explora la relacion entre 6 y las dos variables X7 y Xo. Nuevamente se
condiciona explorando la relacién entre 8 y Xo para X; fija; observemos g, la funcién que
define esta relacion, y ¢(X1) los parametros de g (que dependen potencialmente de X7 ):

0(X1, X2) = g[X2; ¢(X1)]

Por 1ltimo, exploramos la relacion entre ¢ y X7; siendo h la funcién que define esta relacion.
Al final de cuentas, el modelo que describe los datos sera:

E(Y) = f{X3; g[Xo; h(X1)]}

Este razonamiento se aplica, en principio, a cualquier niimero de variables explicativas pero
en la practica se ve bien que resulta dificil aplicarlo a p > 3. El condicionamiento exige,
ademads, abundantes datos ya que cada subconjunto de datos, definido por clases de valores
de variables condicionales, debe incluir una cantidad suficiente de datos para poder explorar
graficamente las relaciones entre las variables. En el caso de las tres variables explicativas,
los subconjuntos de datos se definen mediante el cruce de las clases de valores de X y
Xo (por ejemplo). Si el conjunto de datos completo incluye n observaciones, si X; y Xo
se dividen en 10 clases de valores y si los datos se distribuyen equitativamente segiin sus
clases, entonces cada subconjunto de datos sélo incluye n/100 observaciones. En la préctica,
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a menos que el conjunto de datos sea particularmente grande, es dificil utilizar el principio
de condicionamiento para mas de dos variables explicativas.

Para ajustar los modelos de biomasa o de volumen, el nimero de entradas del modelo
suele ser limitado (dos o tres entradas como méaximo), de modo que, generalmente, no
tenemos que enfrentarnos al problema de la exploraciéon grafica con un elevado niimero de
variables explicativas. De ser ese el caso, se podrian utilizar analisis multivariados, como
el andlisis de los componentes principales (Philippeau, 1986; Hérdle & Simar, 2003). Estos
analisis consisten en proyectar las observaciones en un subespacio de dimensién reducida
(con mucha frecuencia dos o tres), construido a partir de combinaciones lineales de variables
explicativas y de forma tal que se maximice la variabilidad de las observaciones en ese
subespacio. En otras palabras, estos analisis multivariados permiten visualizar las relaciones
entre variables, perdiendo el minimo posible de informacién, lo que constituye el objetivo
buscado por la exploracién gréfica.

@—

Condicionamiento relativo a la densidad de la madera

Exploremos ahora la relacién entre la biomasa, D?H y la densidad de la madera p. Se de-
finen n clases de densidad de madera, de forma tal que cada una contenga aproximadamente
el mismo niamero de observaciones:

d <- quantile(dat$dens, (0:n)/n)
i <- findInterval(dat$dens,d,rightmost.closed=TRUE)

El objeto d define los limites de las clases de densidad mientras que el objeto i contiene
el ntmero de la clase de densidad a la que corresponde cada observacién. El grafico de la
biomasa en funcién de D?H en coordenadas logarftmicas, con los distintos simbolos y colores
segun la clase de densidad, se obtiene con el comando:

with(dat,plot(dbh”2*haut,Btot,xlab="D2H (cm2m)",ylab="Biomasa (t)",log="xy",pch=i, col=i))

y estd representado en la Figura 5.8 para n = 4 clases de densidad de la madera. Anticipan-
donos al contenido del Capitulo 6, ajustamos una regresiéon lineal entre In(B) e In(D?H)
para cada subconjunto de observaciones correspondiente a cada clase de densidad de la
madera:

m <- as.data.frame(lapply(split(dat,i), function(x)
coef (Im(log(Btot) ~I(log(dbh~2*haut)) ,data=x[x$Btot>0,]1))))

Para graficar la interseccién de la regresion y su pendiente en funcién de la densidad mediana
de la clase:

dmid <- (d[-1]+d[-n])/2
plot(dmid,m[1,],xlab="Densidad de la madera (g/cm3)",ylab="Interseccién")
plot(dmid,m[2,],xlab="Densidad de la madera (g/cm3)",ylab="Pendiente")

a primera vista, no observamos ninguna relaciéon en particular (Figura 5.9).

—

5.1.2. ;jCoémo detectar si una relacion es adecuada?

En adelante, supongamos que tenemos una sola variable explicativa X y que buscamos
explorar la relacién entre X y la variable Y que hay que explicar. La primera etapa es



102 CAPITULO 5. EXPLORACION GRAFICA DE LOS DATOS

le+02

le+01
|
Oo

Biomasa (t)
1e+00
!
x

le-01

le-02

T T T T T
le+02 1e+03 1le+04 1le+05 1le+06

D’H (cm®m)

Figura 5.8 — Nube de puntos (datos transformados logaritmicamente) de la biomasa seca
total (toneladas) en funcién de D*H, donde D es el didmetro a altura del pecho (cm) y H
la altura (m) para los 42 drboles medidos en Ghana por Henry et al. (2010) con distintos
simbolos segtin las clases de densidad de la madera: circulo negro, 0,170 < p < 0,545 gcm™3;
triangulo rojo, 0,545 < p < 0,600 gcm™3; signo mds verde, 0,600 < p < 0,650 gcm™3; cruz
azul, 0,650 < p < 0,780 gcm™3.

graficar la nube de puntos que corresponde a los datos con X como abscisa e Y como
ordenada. A continuacién se trata de adivinar visualmente la funcién que pasa por el medio
de dicha nube, siguiendo su forma. Se pone de manifiesto que el ojo humano es poco habil
para diferenciar entre formas similares. Por ejemplo, la Figura 5.10 presenta tres nubes de
puntos que corresponden, en desorden, a los tres modelos siguientes (aqui asumimos que el
término de error es cero):

modelo de potencia: Y =aX?
modelo exponencial: Y = aexp(bX)
modelo polinomial: Y =a+bX +cX?+dX?3

Las tres nubes de puntos tienen una apariencia similar y habria que ser muy habil para
poder decir a qué modelo corresponde cada una de ellas.

Por el contrario, el ojo humano es habil para distinguir si una relacién es lineal o no.
Para detectar visualmente si la forma de una nube de puntos se ajusta o no a una funcién
conviene mucho, cuando es posible, utilizar una transformacién de variables que vuelva
la relacién lineal. En el caso del modelo de potencia, por ejemplo, Y = aX? implica que
InY =1Ina+bln X. La transformacion de las variables:

X' =InX
2
{ Y =InY (5.2)
vuelve la relacion lineal. En el caso del modelo exponencial, Y = aexp(bX) implica InY =
Ina + bX, donde la transformacién de las variables:
{ X'=X

Y'=InY (5.3)
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Figura 5.9 — Interseccién a y pendiente b de la regresién lineal In(B) = a + bln(D?*H)
condicional a la clase de densidad de la madera, en funcién de la densidad mediana de
la madera mediana de las clases. Las regresiones se ajustan a los datos de los 42 arboles
medidos por Henry et al. (2010) en Ghana.
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Figura 5.10 — Tres nubes de puntos que corresponden, en desorden, a tres modelos: modelo
de potencia, modelo exponencial y modelo polinomial.

vuelve pues la relacion lineal. Por el contrario, ninguna de las dos transformaciones permite
linealizar el modelo polinomial. Si aplicamos estas transformaciones de variables a los datos
representados en la Figura 5.10, vamos a estar en condiciones de descubrir cudl de las nubes
corresponde a cada uno de estos modelos. La Figura 5.11 representa las tres nubes de puntos
después de aplicar la transformacién de variables como en (5.3). La primera nube de puntos
toma la forma de una recta mientras que las otras dos mantienen la forma curva. La nube
de puntos mas a la izquierda de la Figura 5.10, corresponde asi al modelo exponencial.

La Figura 5.12 representa las tres nubes de puntos después de efectuar la transformaciéon
de las variables (5.2). La segunda nube toma la forma de una recta mientras que las otras
dos mantienen la forma curva. La nube de puntos en el centro de la Figura 5.10 corresponde
también al modelo de potencia. Por deduccion, la nube de puntos mas a la derecha en dicha
Figura 5.10 corresponde al modelo polinomial.

No siempre es posible encontrar una transformacién de variables que vuelva lineal la
relacién. Este es, precisamente, el caso del modelo polinomial Y = a 4+ bX + ¢X? + dX*:
no se puede encontrar una transformacién de X en X’ ni de Y en Y’ que permita que la
relacion entre Y y X’ sea una recta, independientemente de los coeficientes a, b, ¢ y d. Debe
quedar claro también que la linealidad de la que hablamos aqui es la de la relaciéon entre
la variable dependiente Y, y la variable explicativa X. No se trata de la linealidad en el
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Figura 5.11 — Aplicacién de la transformacién de variables X — X,Y — InY a las nubes
de puntos representadas en la Figura 5.10.
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Figura 5.12 — Aplicacién de la transformacién de variables X — In X, Y — InY a las nubes
de puntos representadas en la Figura 5.10.

sentido del modelo lineal, que describe la linealidad respecto de los coeficientes del modelo
(por tanto, el modelo Y = a + bX? es lineal en el sentido del modelo lineal mientras que
este modelo define una relacién no lineal entre X y V).

Cuando ninguna transformacién de variables permite linealizar la relacién entre X y
Y, lo mejor es ajustar el modelo y determinar visualmente si la curva ajustada pasa por
el medio de la nube de puntos adaptiandose a su forma. En este caso, convendra ademas
evaluar el grafico de los residuos en funcién de los valores predichos.

H——

Exploracion de la relaciéon biomasa—diametro: transformacion de las variables

Utilicemos la transformacién logaritmica para transformar simultdneamente el didmetro
v la biomasa. El grafico de la nube de puntos de datos transformados logaritmicamente se
obtiene del modo siguiente:

plot(dat$dbh,dat$Btot,xlab="Diametro (cm)",ylab="Biomasa (t)",log="xy")

La nube de puntos resultante se muestra en la Figura 5.13. La transformacién logaritmica
linealiz6 la relacién entre la biomasa y el didmetro: la relacién entre In(D) e In(B) tiene

la forma de una recta y la varianza de In(B) no varia con el didmetro (como en la Figura
5.1A).

— 3
©—

Exploracién de la relacién biomasa—D?H: transformacién de las variables
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Figura 5.13 — Nube de puntos (datos transformados logaritmicamente) de la biomasa seca
total (toneladas) en funcién del diametro a la altura del pecho (cm) para los 42 arboles
medidos en Ghana por Henry et al. (2010).

Utilicemos la transformacién logaritmica para transformar simultdneamente D?H y la
biomasa. La nube de puntos de datos transformados logaritmicamente se obtiene del modo
siguiente:

with(dat,plot(dbh~2*haut,Btot,log="xy",xlab="D2H (cm2.m)",ylab="Biomasa (t)"))

La nube de puntos resultante se muestra en la Figura 5.14. La transformacién logaritmica
linealiz6 la relacién entre la biomasa y D2H: la relacién entre In(D2H) e In(B) tiene la
forma de una recta y la varianza de In(B) no varfa con D?H (como en la figure 5.1A).

—

5.1.3. Catalogo de primitivos

Las sintesis de modelos realizado por Zianis et al. (2005) para Europa, por Henry et al.
(2011) para Africa subsahariana o més especificamente por Hofstad (2005) para Africa
austral permitird hacerse una idea de la forma de los modelos de biomasa y volumen mas
frecuentes en la bibliografia. Los dos modelos que se ven con maés frecuencia son: el modelo
de potencia y el modelo polinomial (de grado dos o, como méaximo, tres). Estos dos tipos
de modelos serdn entonces el punto de partida de la exploracion grafica de los datos para
la elaboracién de un modelo de volumen o de biomasa. El modelo de potencia Y = aX? se
conoce también como una relacién alométrica y existen bastantes interpretaciones biolégicas
del mismo (Gould, 1979; Franc et al., 2000, § 1.1.5). En particular, la “teoria de escalamiento
metabélico” (Enquist et al., 1998, 1999; West et al., 1997, 1999) predice de forma teérica y
apoyandose en una descripcion fractal de la estructura interna de los arboles, que la biomasa
de un arbol estd vinculada a su didmetro por una relacién de potencia con un exponente
igual a 8/3 ~ 2,67:

B pD8/ 3
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Figura 5.14 — Nube de puntos (datos transformados logaritmicamente) de la biomasa seca
total (toneladas) en funcién de D*H, donde D es el diametro a la altura del pecho (cm) y
H la altura (m) para los 42 drboles medidos en Ghana por Henry et al. (2010).

donde p es la densidad especifica de la madera. Aun cuando se haya cuestionado mucho
la “teoria de escalamiento metabdlico” (Muller-Landau et al., 2006), ésta tiene al menos el
mérito de dar una base bioldgica a la relacién de potencia que se observa con frecuencia.

Ademés del modelo de potencia B = aD® y el modelo polinomial de segundo grado
B = ag+ a1D + aD?, y sin pretender ser exhaustivos, los modelos de biomasa siguientes
suelen encontrarse con frecuencia (Yamakura et al., 1986; Brown et al., 1989; Brown, 1997;
Martinez-Yrizar et al., 1992; Araujo et al., 1999; Nelson et al., 1999; Ketterings et al., 2001;
Chave et al., 2001, 2005; Nogueira et al., 2008; Basuki et al., 2009; Navar, 2009; Djomo
et al., 2010; Henry et al., 2010):

1. modelo de dos entradas en forma de potencia con respecto a la variable D?H: B =
a(pD*H)

2. modelo de dos entradas: In(B) = ag + a1 In(D) + a2 In(H) + a3 In(p)
3. modelo de una entrada: In(B) = ag + a1 In(D) + az[In(D)]? + a3[In(D)]3 + a4 In(p),

donde p es la densidad especifica de la madera. Dejando de lado el factor de forma, la
variable D? H representa al volumen del tronco, lo que explica su frecuente uso como variable
explicativa. La segunda ecuacién puede verse como una generalizacién de la primera. En
efecto, aplicando la transformacién logaritmica, la primera ecuacién equivale a: In(B) =
In(a) +2bIn(D)+bln(H) +bln(p). La primera ecuacion es pues equivalente a la segunda en
el caso particular donde ay = a3 = a1/2. Por ultimo, la tercera ecuacién puede verse como
una generalizacién del modelo de potencia B = aDP.

En lineas mas generales, el Cuadro 5.1 recapitula cierto nimero de funciones que pueden
modelar la relaciéon entre dos variables. Es apropiado cuando las variables han sido trans-
formadas para linealizar la relacion entre X e Y. Cabe senalar que el modelo de potencia
modificado no es mas que una reescritura del modelo exponencial y que el modelo de la
raiz no es mas que la reescritura del modelo exponencial modificado. Asimismo se observara
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Cuadro 5.1 — Algunos modelos que vinculan dos variables.

Nombre Ecuacién Transformacién
Modelos polinomiales
lineal Y =a+bX identidad

parabdlico o cuadratico
polinomial de orden p

Y =a+bX +cX?
Y =ao+a1 X +axX?+...+a,X?

Modelos exponenciales
exponencial o de Malthus
exponencial modificado
logaritmo

log reciproco

presién de vapor

Y = aexp(bX) Y =lnY,X' =X
Y = aexp(b/X) Y=Y, X' =1/X
Y=a+blnX Y=Y, X' =InX
Y=1/(a+blnX) Y'=1/Y,X'=InX

Y =exp(a+b/X 4+ cln X)

Modelos ley de potencia

potencia Y =aX® Y =lnY, X'=InX
potencia modificada, Y = ab¥ Y=Y, X' =X
potencia desplazada Y =a(X —b)°

geométrico Y =aXx® Y =lnY,X'=XhX
geométrico modificado Y =aXx®/X Y=Y, X' =(nX)/X
raiz Y = ab/X Y =InY, X' =1/X
de Hoerl Y = ab¥X°®

de Hoerl modificado Y = ab/ X X¢

Modelos de produccion—densidad

inverso Y =1/(a+bX) Y=1/Y,X'=X
inverso cuadratico Y =1/(a+bX +cX?)

de Bleasdale Y = (a+bX)" Ve

de Harris Y =1/(a+bX°)

Modelos de crecimiento

de crecimiento saturado Y =aX/(b+ X) Y =X/Y, X' =X

mononuclear o de Mitscherlisch

Y = a[b — exp(—cX)]

Modelos sigmoidales

de Gompertz

de Sloboda

logistico o de Verhulst

de Nelder

de von Bertalanffy

de Chapman-Richards

de Hossfeld

de Levakovic

du factor multiplicativo multiple
de Johnson-Schumacher

de Lundqvist-Matérn o de Korf
de Weibull

Y = aexp[—bexp(—cX)]
Y = aexp[—bexp(—cX?))
Y =a/[1 + bexp(—cX)]

Y = a/[1 + bexp(—cX)]¥/?
Y = a[l — bexp(—cX))?

Y = a[l —bexp(—cX)]?

Y =a/[1+b(1+cX) V9
Y =a/[14b(1 +cX)~V)Ve
Y = (ab+ X/ (b+ X¢)
Y = aexp[-1/(b+ cX)]

Y = aexp[—(b+ cX)9

Y =a— bexp(—cX?)

Modelos diversos
hiperbdlico
sinusoidal

de capacidad de calor
de Gauss

de fraccién racional

Y=a+b/X Y=Y, X' =1/X
Y =a+bcos(cX +d)

Y =a+bX +c¢/X?

Y = aexp[—(X —b)*/(2¢)]

Y = (a+bX)/(1+cX +dX?)
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que una gran parte de estos modelos son sélo casos particulares de modelos mas complejos
(v que conllevan mdas pardmetros). Por ejemplo, el modelo lineal no es mds que un caso
particular del modelo polinomial, el modelo de Gompertz no es mas que un caso particular
del modelo de Sloboda, etc.

El modelo polinomial de tipo p debe usarse con prudencia puesto que los polinomios son
capaces de ajustarse a cualquier forma siempre que el grado p sea suficientemente elevado (las
funciones usuales se pueden descomponer todas en una base de polinomios: es el principio del
desarrollo limitado). Concretamente, se puede tener un polinomio que se adapte muy bien a
la forma de la nube de puntos en el &mbito de los valores de datos disponibles pero que tome
una forma muy inverosimil fuera de dicho ambito. En otras palabras, el modelo polinomial
puede presentar peligros de extrapolaciéon, mucho mayores cuanto mas importante sea el
grado de p. En la practica, se debe evitar a toda costa ajustar polinomios de grado superior
a 3.

5.2. Exploracion de la varianza

Consideremos ahora el término de error € del modelo relaciona la variable Y que hay que
explicar a una variable explicativa X. La exploraciéon de la forma de la varianza equivale
practicamente a responder a la pregunta: ;la varianza de los residuos es constante (homoce-
dasticidad) o no (heterocedasticidad)? La respuesta a esta pregunta depende implicitamente
de la forma precisa de la relacion que se utilizard para ajustar el modelo. Como ejemplo,
para la relacién de potencia Y = aX?, se puede

= 0 ajustar el modelo no lineal Y = aX® + ¢, lo que equivale a estimar directamente los
parametros a y b;

= 0 bien ajustar el modelo lineal Y’ = a/ + bX’ + ¢ a los datos transformados Y/ =InY
y X’ =1In X, lo que equivale a estimar los pardmetros ¢’ =Ina y b.

Ambas opciones, desde luego, no son intercambiables ya que el término de error £ (que supon-
dremos que sigue una distribucién normal de desviacién estdndar constante) no desempena
el mismo papel en ambos casos. En el primero, tenemos un error aditivo con respecto al mo-
delo de potencia. En el segundo, tenemos un error aditivo con respecto al modelo liniealizado
asi que, si volvemos al modelo de potencia:

Y =exp(Y’) = aX® exp(e) = aX®¢’

lo que corresponde a un error multiplicativo con respecto al modelo de potencia, donde &’
sigue una ley log-normal. La diferencia entre estas dos opciones se representa en la Figura
5.15. El error aditivo se traduce en una varianza constante en el gréfico (A) de Y en funcién
de X y por una varianza decreciente con X en el grafico (C) de estos mismos datos trans-
formados logaritmicamante. El error multiplicativo se refleja en una varianza creciente con
X en el grafico (B) de Y en funcién de X y por una varianza constante en el grafico (D) de
estos mismos datos transformados logaritmicamante.

De este modo, el proceso de linealizaciéon del modelo que relaciona Y a X mediante
una transformacién de variables afecta tanto la forma de la relacién media como el término
de error. Por otro lado, esta propiedad puede aprovecharse para estabilizar los residuos
que varian con X afin de volverlos constantes pero este punto se abordara en el Capitulo
siguiente. Por el momento, intentamos explorar la forma del error Y — E(Y") en funcién de
X, sin procurar transformar las variables X e Y.
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Figura 5.15 — Modelo de potencia con error aditivo (A y C) o multiplicativo (B 'y D). EI gra-
fico (C) (respectivamente D) resulta del gréafico (A) (respectivamente B) por transformacion
de las variables X - InX eY — InY.

Como forma de la relacién media E(Y) = f(X) fue determinada anteriormente en forma
grafica, basta examinar visualmente en el grafico de Y en funciéon de X si los puntos se
reparten igualmente de cada lado de la curva f independientemente del valor de X . Los
graficos (A) y (B) de la Figura 5.1, por ejemplo, muestran el caso de residuos de varianza
constante para todos los valores de X, mientras que los graficos (C) y (D) de esa misma
Figura ilustran el caso de residuos cuya varianza aumenta con X. Relaciones mas complejas,
como las de la Figura 5.16, también pueden concebirse. Tratdndose de la Figura 5.16, la
varianza de los residuos fluctda en forma periédica con X. En la practica hay pocas posibili-
dades de encontrar tales situaciones en el contexto de los modelos de biomasa o de volumen.
En casi todos los casos, habra que escoger entre dos situaciones: la varianza de los residuos
es constante o aumenta con X. En el primer caso, ya no hay nada que hacer. En el segundo,
se tratard de precisar la forma exacta de la relacion entre X y la varianza de los residuos
pero se adoptard de plano un modelo de potencia para vincular la varianza de los residuos
€aX:

Var(e) = aX?

Los valores de los coeficientes « y 5 se estimaran al mismo tiempo que los otros coeficientes
del modelo durante la fase de ajuste del modelo, que se tratara en el proximo Capitulo.
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X

Figura 5.16 — Grafico de una nube de puntos generados por el modelo Y = a+bX +¢, donde
€ sigue una distribucion normal de media cero y de una desviacién estandar proporcional al
coseno de X.

5.3. La exploracion no es una seleccion

Para concluir, queremos precisar que la exploracion grafica no pretende seleccionar una
sola forma de modelo sino mas bien separar los modelos que son aceptables para describir
el conjunto de datos de aquellos que no lo son. En vez de procurar seleccionar “el” modelo
que sea mejor para describir los datos, hay que intentar mas bien seleccionar tres o cuatro
modelos posibles que permitan describir los datos. La eleccién final entre esos tres o cuatro
modelos identificados durante la exploracion grafica se hara después de la fase de ajuste de
los datos que veremos en el Capitulo siguiente.



Ajuste del modelo

El ajuste de un modelo consiste en estimar sus parametros a partir de los datos. Esto
implica que los datos estan disponibles y en la presentacion adecuada y que se conoce la
expresiéon matematica del modelo que hay que ajustar. Por ejemplo, ajustar el modelo de
potencia B = aD" consiste en estimar los coeficientes a y b a partir de un conjunto de
datos que dan los valores B; y D; de la biomasa y del didmetro de n arboles (i =1, ...,
n). La variable de respuesta (también llamada en la bibliografia variable de salida, variable
de interés, variable dependiente) del modelo es la variable que predice el modelo. Hay sélo
una. En el marco del presente manual, la variable de respuesta sera siempre un volumen
o una biomasa. Las variables explicativas son variables usadas para predecir la variable
de respuesta. Puede haber varias y su ntmero se indica con p. No hay que confundir las
variables explicativas y las entradas de datos del modelo. El modelo B = a(D?H)® contiene
una tnica variable explicativa (a saber D?H) pero dos entradas (el didmetro D la altura
H). Al contrario, el modelo B = ag + a;D + azD? contiene dos variables explicativas (D
y D?) pero una sola entrada (el didmetro D). A cada variable explicativa va asociado un
coeficiente que hay que estimar. A ello se agrega, cuando corresponde, una interseccién o
un coeficiente multiplicador, de forma tal que el nimero total de coeficientes por estimar en
un modelo con p variables explicativas serd p o p + 1.

Una observacién consiste en el dato de la variable de respuesta (volumen o biomasa) y
de las variables explicativas para un arbol. Para retomar el ejemplo del modelo B = aD?,
una observacién consiste en el doblete (B;, D;). La cantidad de observaciones es pues n.
Una observacion se deriva de una medicién sobre el terreno. La prediccion del modelo es el
valor de la variable de respuesta predicha para el modelo dadas las variables explicativas.
Una prediccion se deriva de un calculo. Por ejemplo, la prediccién del modelo B = aD®
para un arbol de didmetro D; es B; = an. Hay tantas predicciones como observaciones.
Un concepto clave del ajuste de los modelos es el residuo. El residuo o error residual es
la diferencia entre el valor observado de la variable de respuesta y su predicciéon. Siempre
para el mismo ejemplo, el residuo de la i-ésima observacién es: ¢; = B; — B; = B; — aD?.
Hay tantos residuos como observaciones. El ajuste de un modelo serd mucho mejor cuanto
menores sean los residuos. Ademads, las propiedades estadisticas del modelo se derivardn de
las propiedades que los residuos hayan tenido que verificar a priori, en particular la forma
de su distribucién. El tipo de ajuste del modelo dependera directamente de las propiedades

111
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de sus residuos.

En todos los modelos que veremos, se supondra que las observaciones son independientes
0, lo que es lo mismo, se supondréd que los residuos son independientes: para todo i # j,
g; se supone que es independiente de €;. Esta propiedad de independencia es relativamente
facil de garantizar por medio del protocolo de muestreo. Tipicamente habrd que asegurarse
de que las caracteristicas de un arbol medido en un lugar determinado no influyan en las
caracteristicas de otro arbol de la muestra. En general, seleccionar para la muestra arboles
que estén bastante alejados entre si basta para garantizar esta propiedad de independencia.
Si los residuos no son independientes, se puede modificar el modelo para tenerlo en cuenta.
Por ejemplo, se podra introducir una estructura de dependencia espacial en los residuos para
considerar una autocorrelaciéon espacial de las mediciones. No abordaremos estos modelos
porque son muy complejos de poner en practica.

En todos los modelos que veremos, se partird ademas del supuesto de que los residuos
tienen una distribucién normal de esperanza cero. La media cero de los residuos es en
realidad una propiedad que se deriva automéaticamente del ajuste del modelo y que garantiza
que las predicciones no estén sesgadas. Son los residuos, y no las observaciones, los que se
supone que tienen una distribucién normal. Para los datos de volumen o biomasa, esta
hipétesis no es en absoluto restrictiva. En el caso poco probable en que la distribucién
de los residuos se alejara mucho de una distribucién normal, podriamos eventualmente
considerar el ajuste de otros tipos de modelos, como el modelo lineal generalizado, pero
eso no se abordard dentro del marco de este manual. La hipdtesis de independencia y
de distribuciéon normal de los residuos son las dos primeras que sustentan el ajuste de los
modelos. Conviene comprobar que estas dos hipdtesis estén realmente verificadas. Mas tarde
veremos una tercera hipoétesis. En la medida en que dichas hipétesis se refieren a los residuos
del modelo y no a las observaciones, no se pueden probar hasta que no se hayan calculados
los residuos, es decir, hasta que no se haya ajustado el modelo. Se trata pues de hipotesis
que se verifican a posteriori, después de ajustar el modelo. Asimismo, los modelos que
veremos son robustos con respecto a estas hipdtesis, es decir que las calidades de prediccién
de los modelos ajustados siguen siendo correctas aunque las hipdtesis de independencia y
de distribuciéon normal de los residuos no hayan sido completamente verificadas. Por este
motivo no trataremos de probar de manera muy formal esas dos hipétesis. En la practica
nos contentaremos con una verificacién visual basada en los gréficos.

6.1. Ajuste de un modelo lineal

El modelo lineal es el més simple de los modelos por ajustar. El adjetivo lineal significa
aqui que el modelo depende linealmente de sus coeficientes. Por ejemplo, Y = a + bX?
y Y = a + bln(X) son modelos lineales puesto que la variable de respuesta Y depende
linealmente de los coeficientes a y b, aun cuando Y no depende linealmente de la variable
explicativa X. Por el contrario, ¥ = aX? no es un modelo lineal porque Y no depende
linealmente del coeficiente b. Otra propiedad del modelo lineal es que el residuo es aditivo.
Para destacar esto, se escribe explicitamente el residuo € en la expresion del modelo. Por
ejemplo, para una regresion lineal de Y con respecto a X, escribiremos: Y = a + bX + €.

6.1.1. Regresion lineal simple

La regresion lineal simple es el més simple de los modelos lineales. Supone (7) que no hay
més que una sola variable explicativa X, (#) que la relacién entre la variable de respuesta
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Y y X tiene la forma de una recta:
Y=a+bX+¢

donde a es la interseccién de la recta y b su pendiente, y (7ii) que los residuos tienen una
varianza constante: Var(e) = o2. Por ejemplo, el modelo

In(B) = a+bIn(D) +¢ (6.1)

es un ejemplo de regresion lineal simple, que tiene como variable de respuesta Y = In(B)
y como variable explicativa X = In(D). Corresponde a un modelo de potencia para la
biomasa: B = exp(a)DP. Este modelo se usa frecuentemente para ajustar un modelo de
biomasa monoespecifico. Otro ejemplo es el modelo de biomasa de dos entradas:

In(B) = a+bln(D*H) +¢ (6.2)

La hipotesis de varianza constante de los residuos se suma a las dos hipdtesis de indepen-
dencia y de distribucién normal (se habla también de homocedasticidad). Se resumen las
tres hipétesis al escribir:

e ~ N(0, o)
ii.d.
donde N (u, o) designa la ley normal de esperanza u y la desviacién estandar o, el tilde “~”
significa “estd distribuido segin”, e “i.i.d.” es la abreviatura “independiente e idénticamente
distribuido”.

Figura 6.1 — Esquema de las observaciones (puntos), de la recta de regresion (trazo grueso)
y de los residuos (trazos finos).

Estimacion de los coeficientes

La Figura 6.1 esquematiza las observaciones y la recta de los valores predichos. El mejor
ajuste serd el que minimice el error residual. Se pueden considerar diversas formas de cuan-
tificar dicho error. Desde un punto de vista matemaéatico, eso equivale a elegir una norma
para medir ¢, y varias normas podrian servir para ello. La que suele usarse es la norma Lo,
que equivale a cuantificar la diferencia residual entre las observaciones y las predicciones
mediante la suma de los cuadrados de los residuos, lo que también se denomina suma de
cuadrados o suma de cuadrado del error (SCE):

n n n
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El mejor ajuste es pues aquel que minimiza la SCE. En otras palabras, las estimaciones a y
b de los coeficientes a y b son los valores de a y b que minimizan la suma de los cuadrados
de las diferencias:

(a, b) = arg{n I;SCE((I ,b)

Este minimo se obtiene calculando las derivadas parciales de SCE con respecto a a y b, y
al buscar los valores de a y b que anulan esas derivadas parciales. Los calculos simples dan
los resultados siguientes: b = Cov(X, Y)/S% ya=Y —bX, donde X = (37, X;)/n es la
media empirica de la variable explicativa, Y = (31, ¥;)/n es la media empirica de de la
variable de respuesta,

i=1
es la varianza empirica de la variable explicativa, y

1 n
X,Y)=- Y,-Y
Cov n; )

es la covarianza empirica entre la variable explicativa y la variable de respuesta. La estima-
cion de la varianza residual, por su parte, es:

Z": hx,)? = SCE(a, b)

1=1

n—2

Puesto que este método de estimacién de los coeficientes se basa en la minimizacién de la
suma de los cuadrados de las diferencias, se lo llama método de los minimos cuadrados (a
veces se especifica como “minimos cuadrados ordinarios”, para diferenciarlo de los minimos
cuadrados ponderados que veremos en §6.1.3). La ventaja de este método de estimacién es
que da una expresiéon explicita de los coeficientes estimados.

Interpretacién de los resultados de una regresién

Si se ajusta una regresiéon lineal simple, hay que analizar varias salidas. El coeficiente de
determinacion, en general llamado R?, mide la calidad del ajuste. El R? est4 directamente
vinculado a la varianza residual porque:

R2_1_ %(n —2)/n

2
donde SZ = [71(Y; — Y)?]/n es la varianza empirica de Y. La diferencia Sz — 62(n —
2)/n entre la varianza de Y y la varianza residual representa la varianza explicada por el
modelo. El coeficiente de determinacién R? se interpreta pues como la razén entre la varianza
explicada por el modelo y la varianza total. Estd comprendido entre 0 y 1 y, cuanto mas
proximo de uno es, mejor es la calidad del ajuste. En el caso de una regresion lineal simple,
y tGnicamente en ese caso, R? es también igual al cuadrado del coeficiente de correlacién
lineal (también llamado coeficiente de Pearson) entre X y Y. En el Capitulo 5 hemos visto
(en particular en la Figura 5.2) los limites de la interpretacién de R2.

Ademés de los valores estimados de los coeficientes a y b, el ajuste del modelo brinda
también la desviacion estdndar de estas estimaciones (es decir, las desviaciones estandar
de los estimadores a y lA)), asi como los resultados de las pruebas de significancia de estos
coeficientes. Hay una prueba para la intersecciéon a, que prueba la hipotesis nula a = 0, y
también una prueba para la pendiente b, que prueba la hipo6tesis nula b = 0.
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Por tdltimo, hay que analizar el resultado de la prueba de significancia global del modelo.
Este test se basa en la descomposicion de la varianza total de Y como la suma de la varianza
explicada por el modelo y de la varianza residual. Como en un andlisis de varianza, se usa la
prueba de Fisher que usa como estadistico de prueba una relacién ponderada de la varianza
explicada sobre la varianza residual. En el caso de la regresién lineal simple, y inicamente
en ese caso, la prueba de significatividad global del modelo da el mismo resultado que la
prueba de la hipdtesis nula b = 0. Esto se comprende intuitivamente: una recta que une X
a Y sélo es significativa si la pendiente de dicha recta no es nula.

Verificacion de las hipotesis

El ajuste del modelo se logra verificando que se han comprobado las hipétesis planteadas
a priori sobre los residuos. No volveremos a abordar la hipétesis de la independencia de los
residuos, que consideramos verificada gracias al plan de muestreo adoptado. Eventualmente,
si existiera un orden natural en las observaciones, se podria usar el test de Durbin-Watson
para probar que los residuos son realmente independientes (Durbin & Watson, 1971). La
hipétesis de distribucién normal de los residuos se verifica visualmente a partir del gréafico
cuantil-cuantil. Este representa los cuantils empiricos de los residuos en funcién de los cuan-
tils tedricos de la distribuciéon normal estandar. Si la hipoétesis de distribucién normal de los
residuos es aceptable, los puntos se alinean aproximadamente a lo largo de una recta, como
en la 6.2 (grafico de la derecha).

Residuos

-10 O 1|O 20 30
%
8
...

2
Cuantiles empiricos
-10 0 10 20 30

_?O
-30

I [ I I [ I I I [ I [ I
0 20 40 60 80 100 -3 -2 - 0 1 2 3

Valores predichos Cuantiles tedricos

Figura 6.2 — Apariencia del gréfico de los residuos en funcién de los valores predichos (a la
izquierda) y del grafico cuantile-cuantile (a la derecha) cuando las hipétesis de distribucion
normal y de varianza constante de los residuos se han verificado bien.

En el caso del ajuste de modelos de volumen o de biomasa, la hipétesis mas importante
que hay que verificar es la de la constancia de la varianza de los residuos. Se la verifica
visualmente trazando la nube de puntos de los residuos ¢; = Y; — }A/Z en funciéon de los
valores predichos V, =a+ EXi. Si la varianza de los residuos es constante, dicha nube no
debe mostrar ninguna tendencia, ninguna estructuracién particular. Por ejemplo, es el caso
del gréafico de la izquierda de la Figura 6.2. Por el contrario, si aparece una estructuracién
particular en dicha nube, cabe replantearse la hipotesis. Ese es el caso, por ejemplo, en la
Figura 6.3, donde la nube de puntos de los residuos, en funcién de los valores predichos,
tiene forma de embudo. Esta forma es tipica de un aumento de la varianza residual con la
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variable explicativa (es lo que se llama heterocedasticidad). Si tal es el caso, hay que ajustar
otro modelo distinto de la regresion lineal simple.

o
=

Residuos
(l) 20

_%0

_?0

0 20 40 60 80 100

Valores predichos

Figura 6.3 — Apariencia del grafico de los residuos en funcién de los valores predichos cuando
los residuos no tienen una varianza constante (heterocedasticidad).

En el caso de datos bioldgicos tales como el volumen de la biomasa de los arboles, la
heterocedasticidad es la regla y la homocedasticidad la excepcion. Esto significa simplemente
que la variabilidad de la biomasa (o del volumen) de los drboles es mucho mayor cuanto
més grandes son ellos. Dicha variabilidad creciente de la biomasa de los individuos con
su tamafio es un principio general en biologia. Por tanto, en el caso de ajustar modelos
de biomasa o volumen, la regresién lineal simple que usa la biomasa como variable de
respuesta (Y = B) resultard generalmente poco util. La transformacién logaritmica (es
decir, Y = In(B)) permite resolver este problema, de forma tal que las regresiones lineales
que usemos para ajustar modelos seran casi siempre regresiones sobre datos transformados
logaritmicamente. Volveremos luego a tratar con detalle este punto fundamental.

T——

Regresién lineal simple entre In(B) y In(D)

El analisis exploratorio (Linea roja 5) ha demostrado que la relacién entre el logaritmo
de la biomasa y la longitud del didmetro era lineal, con una varianza de In(B) que era
aproximativamente constante. Se puede entonces ajustar una regresién lineal simple para
predecir In(B) en funcién de In(D):

In(B) =a+bIn(D) +¢
con
Var(e) = o

La regresiéon se ajusta mediante minimos cuadrados ordinarios. Como no se puede aplicar
la transformacién logaritmica a un valor cero, los datos de biomasa nulos (cf. Linea roja 1)
se retiran antes del conjunto de datos:

m <- Im(log(Btot)~I(log(dbh)) ,data=dat[dat$Btot>0,])

summary (m)
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La desviacién estandar residual es 6 = 0,462, R? es 0,9642 y el modelo es altamente signifi-
cativo (prueba de Fisher: Fi 39 = 1051, p-value < 2,2 x 10716). Los valores de los coeficientes
se dan en el Cuadro siguiente:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -8.42722 0.27915 -30.19 <2e-16  *xx
I(log(dbh)) 2.36104 0.07283 32.42 <2e-16  *xx

La primera columna de este Cuadro da los valores de los coeficientes. El modelo se escribe
entonces como: In(B) = —8,42722 4 2,36104 In(D). La segunda columna da las desviaciones
estandar de los estimadores de los coeficientes. La tercera columna da el valor del estadistico
de prueba para la hipétesis nula que “el coeficiente es cero”. Por tltimo, la cuarta columna
da el p-value de esta prueba. En nuestro caso, tanto la pendiente como la intersecciéon son
significativamente diferentes de cero.

Queda por comprobar graficamente que se verifiquen las hipétesis de la regresiéon lineal:

plot(m,which=1:2)

El resultado se representa en la Figura 6.4. Aunque el gréafico cuantil-cuantil de los residuos
parezca ligeramente estructurado, se considerara que las hipotesis de la regresion lineal
simple se han respetado como corresponde.
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Figura 6.4 — Gréfico de los residuos en funcién de los valores predichos (a la izquierda) y
grafico cuantil-cuantil (a la derecha) de los residuos de la regresién lineal simple de In(B)
con respecto a In(D) ajustada a los 42 arboles medidos por Henry et al. (2010) en Ghana.

®—

Regresién lineal simple entre In(B) e In(D*H)

El anélisis exploratorio (Linea roja 6) ha demostrado que la relacién entre el logaritmo de
la biomasa y el logaritmo de D?H era lineal con una varianza aproximadamente constante de
In(B). Se puede ajustar entonces una regresiéon lineal simple para predecir In(B) en funcién
de In(D?H):

In(B) = a+bln(D*H) + ¢
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con
Var(e) = o

La regresion se ajusta mediante los minimos cuadrados ordinarios. Como no puede aplicarse
la transformacién logaritmica a un valor cero, los datos de biomasa nulos (cf. Linea roja 1)
se retiran primero del conjunto de datos:

m <- 1m(log(Btot)~I(log(dbh~2*haut)) ,data=dat[dat$Btot>0,])
summary (m)

A

La desviacién estdndar es & = 0,4084, R? es 0,972 y el modelo es altamente significativo
(prueba de Fisher: F 39 = 1356, p-value < 2,2 x 10716). Los valores de los coeficientes son
los siguientes:

Estimate Std. Error +t value Pr(>ltl)
(Intercept) -8.99427 0.26078 -34.49 <2e-16  **x
I(log(dbh~2*haut)) 0.87238 0.02369 36.82 <2e-16  **x

La primera columna de este Cuadro da los valores de los coeficientes. El modelo se escribe
entonces como: In(B) = —8,99427+0,87238 In(D?H). La segunda columna da las desviacio-
nes estandar de los estimadores de los coeficientes. La tercera da el valor del estadistico para
la prueba de la hipdtesis nula que “el coeficiente es cero”. Por ultimo, la cuarta columna da
el p-value para esta prueba. En nuestro caso, tanto la pendiente como la interseccién son
significativamente diferentes de cero.

Queda por verificar graficamente que se verifiquen las hipétesis de la regresion lineal:

plot(m,which=1:2)

El resultado estd representado en la Figura 6.5. Incluso si el grafico de los residuos en funcién
de los valores predichos parece ligeramente estructurado, se considerara que las hipétesis de
la regresion lineal simple se han respetado como corresponde.
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Figura 6.5 — Gréfico de los residuos en funcién de los valores predichos (a la izquierda) y
grafico cuantil-cuantil (a la derecha) de los residuos de la regresion lineal simple de In(B)
con respecto a In(D?H) ajustada a los 42 drboles medidos por Henry et al. (2010) en Ghana.
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6.1.2. Regresion miultiple

La regresiéon miiltiple es la extension de la regresion lineal simple, cuando hay varias
variables explicativas, y se escribe:

Y:a0—|—a1X1—|—a2X2+...—|—apo—|—€ (63)

donde Y es la variable de respuesta, X1, ..., X, las p variables explicativas, ag, ..., a, son
los coeficientes por estimar, y € es el error residual. Contando la interseccién ag, hay p + 1
coeficientes por estimar. Como para la regresion lineal simple, se supone que la varianza de

los residuos es constante, igual a o2

e ~ N(0, o)

ii.d.

Los siguientes modelos de biomasa son ejemplos de regresién miltiple:

In(B) ap + a1 In(D*H) 4 az In(p) + (6.4)
In(B) = ap+a1ln(D)+asln(H)+e¢ (6.5)
In(B) = ag+a1In(D)+ azIln(H) +azln(p) +¢ (6.6)
In(B) = agp+ a1ln(D)+ az[In(D)]? + az[ln(D)]® + (6.7)
In(B) = ag+ a;ln(D)+ ax[In(D)]? + as[ln(D)]® + a4 ln( )+e (6.8)

donde p es la densidad de la madera. En todos estos ejemplos, la variable de respuesta
es el logaritmo de la biomasa: Y = In(B). El modelo (6.4) generaliza (6.2) al agregar la
dependencia con respecto a la densidad especifica de la madera: por lo general se preferira
(6.4) a (6.2) cuando el conjunto de datos sea pluriespecifico. El modelo (6.5) generaliza
(6.2) al considerar que el exponente asociado a la altura H no es necesariamente igual a la
mitad del exponente asociado al didmetro D. Asi introduce un poco mas de flexibilidad en la
forma de la relacién entre la biomasa y D?H. El modelo (6.6) generaliza (6.2) al considerar
al mismo tiempo que hay varias especies y que la biomasa no es totalmente una potencia de
D?H. El modelo (6.7) generaliza (6.1) al considerar que la relacién entre In(B) e In(D) no
es exactamente lineal. Ofrece asi un poco mas de flexibilidad en la forma de esta relaciéon. El
modelo (6.8) es una extensién de (6.7) para tener en cuenta la presencia de varias especies
en el conjunto de datos.

Estimacion de los coeficientes

Igual que para la regresién lineal simple, la estimacién de los coeficientes de la regresién

multiple se basa en el método de minimos cuadrados. Los estimadores ag, a1, ..., G, son
los valores de los coeficientes ag, a1, ..., ap que minimizan la suma de los cuadrados de las
diferencias:
n n n
2 o2 2
SCE((IQ, Ai, « ..y ap) = ZEZ- = Z(Y; — Y;) = Z(E —ap — alX“ — ... apXip)
=1 =1 =1

donde X;; es el valor de la j-ésima variable explicativa para la i-ésima observacion (i = 1,

.,nyj=1...,p). Nuevamente las estimaciones de los coeficientes se obtienen calculando
las derivadas parciales de SCE con respecto a los coeficientes y buscando los valores de los
coeficientes que anulan esas derivadas parciales. Los cdlculos no son méas complicados que
para la regresién lineal simple, siempre y cuando se los ponga en forma matricial. Digamos
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que X es la matriz con n lineas y p columnas, llamada matriz de diseno, que retne los
valores observados de las variables explicativas:

1 X - Xy
X=1: :
1 X1 o Xpp
Digamos que Y = [Y1, ..., Y] es el vector de los n valores observados de la variable de
respuesta, y a = Y[ag, ..., ap] el vector de los p + 1 coeficientes por estimar. Entonces
ap+ a1 X1 +...+ alep
Xa = :

ag+ a1 Xp1 +...+ aanp

es el vector Y de los n valores predichos para el modelo de la variable respuesta. Al usar
esas notaciones de matrices, la suma de los cuadrados de las diferencias se escribe:

SCE(a) = *(Y = Y)(Y = Y) = (Y — Xa)(Y — Xa)

Al usar las reglas de célculo diferencial matricial (Magnus & Neudecker, 2007), se obtiene
finalmente:

a=arg m;’n SCE(a) = (*XX)'*XY
La estimacion de la varianza residual, por su parte, es:

. SCE(@)
7= n—p—1

Al igual que para la regresion lineal simple, este método de estimacién tiene la ventaja de

aportar una expresion explicita de los coeficientes estimados. La regresion lineal simple, al

ser un caso particular de la regresién multiple (caso en que p = 1), podemos cerciorarnos de

que las expresiones matriciales de las estimaciones de los coeficientes y de 6 vuelven a dar,

cuando p = 1, las expresiones dadas anteriormente en el caso de la regresion lineal simple.

Interpretacion de los resultados de una regresion multiple

Al igual que para la regresion lineal simple, el ajuste de una regresién miltiple da un
coeficiente de determinacién R? que representa la parte de varianza explicada por el modelo;
los valores a de los coeficientes ag, a1, ..., a, del modelo; las desviaciones estdndar de dichas
estimaciones; los resultados de las pruebas de significatividad de los coeficientes (hay p + 1,
una por cada coeficiente, hip6tesis nulas a; = 0 pour i = 0, ..., p); y el resultado de la
prueba de significatividad global del modelo.

Igual que antes, el valor de R? est4 comprendido entre 0 y 1. Su valor serd mucho mayor
cuanto mejor sea la calidad de ajuste del modelo. No obstante, hay que tener cuidado porque
el valor de R? aumenta autométicamente con el nimero de variables explicativas usadas.
Por ejemplo, si se predice Y para un polinomio de grado p en X,

Y =ap+ a1 X +asX?+...+a,X?

R? serd automéaticamente una funcién creciente del grado p. Esto puede dar la ilusién de
que una regresién polinomial serd mucho mejor cuanto maés elevado sea el grado p del
polinomio. Evidentemente, no es asi. Un valor demasiado elevado del grado p conllevara una
sobreparametrizacion del modelo. En otras palabras, R? no es un criterio valido para hacer
una seleccién de modelo. Volveremos a este punto en la Seccién 6.3.
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Verificacion de las hipotesis

Al igual que la regresion lineal simple, la regresién multiple se basa en tres hipdtesis:
independencia de los residuos, distribucién normal de los residuos y varianza constante de
los residuos. Estas hipodtesis se verifican exactamente del mismo modo que para la regresién
lineal simple. Para comprobar la distribucién normal de los residuos, haremos un grafico
cuantil-cuantil y nos aseguraremos visualmente de que la nube de puntos forma una recta.
Para verificar la varianza constante de los residuos, haremos un grafico de los residuos en
funcién de los valores predichos y nos aseguraremos visualmente de que la nube de puntos
no presente ninguna tendencia en particular.

La misma restriccion que para la regresion lineal simple se aplica a los datos biolégicos de
volumen o de biomasa, que presentan casi siempre (por no decir siempre) heterocedasticidad.
De hecho, la regresion multiple sélo sera generalmente aplicable para el ajuste modelos
cuando los datos hayan sido transformados logaritmicamente.

(@—

Regresiéon polinomial entre In(B) e In(D)

El analisis exploratorio (Linea roja 5) ha demostrado que la relacién entre el logaritmo
de la biomasa y el logaritmo del didmetro correspondia a una relaciéon lineal. Podemos
preguntarnos si dicha relacion es realmente lineal o bien si no tiene una forma mas compleja.
Para ello, se puede hacer una regresién polinomial de grado p, es decir, una regresién multiple
de In(B) con respecto a In(D), [In(D)]?, ..., [In(D)]:

In(B) = ag + a1 In(D) + az[In(D))* + ... + ap[In(D)]P + ¢

con
Var(e) = o2

La regresién se ajusta mediante minimos cuadrados ordinarios. Como la transformacién
logaritmica estabiliza la varianza residual, las hipétesis de la regresiéon multiple se verifican
a priori. Para un polinomio de grado 2, la regresiéon polinomial se ajusta mediante la siguiente
linea de comando:

m2 <- 1lm(log(Btot)~I(log(dbh))+I(log(dbh)"2),data=dat[dat$Btot>0,])
print (summary (m2))

Se obtiene:
Estimate Std. Error +t value Pr(Cltl|)
(Intercept) -8.322190 1.031359 -8.069 9.25e-10  *xx
I(log(dbh)) 2.294456 0.633072 3.624 0.000846  *x*x

I(log(dbh)~2) 0.009631 0.090954 0.106 0.916225
con R? = 0,9642. En cuanto a la regresién polinomial de grado 3:

m3 <- 1Im(log(Btot)~I(log(dbh))+I(log(dbh)~2)+I(log(dbh)"3),data=dat[dat$Btot>0,])

print (summary (m3))

da:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) -5.46413 3.80855 -1.435 0.160
I(log(dbh)) -0.42448 3.54394 -0.120 0.905
I(log(dbh)~2) 0.82073 1.04404 0.786 0.437

I(log(dbh)"3) -0.07693 0.09865 -0.780 0.440
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con R? = 0,9648. Por tltimo, la regresién polinomial de grado 4:

m4 <- 1Im(log(Btot)~I(log(dbh))+I(log(dbh) 2)+I(log(dbh)"3)+I(log(dbh)"4),data=dat[
dat$Btot>0,1)
print (summary(m4))

da:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) -26.7953 15.7399 -1.702 0.0973
I(log(dbh)) 26.3990 19.5353 1.351 0.1850
I(log(dbh)~2) -11.2782 8.7301 -1.292 0.2046
I(log(dbh)"3) 2.2543 1.6732 1.347 0.1863
I(log(dbh)"4) -0.1628 0.1166 -1.396 0.1714

con R? = 0,9666. El agregar términos de grado superior a 1 no aporta nada al modelo. Los
coeficientes asociados a dichos términos no son significativamente diferentes de cero. Sin
embargo, el R? del modelo no deja de aumentar con el grado p del polinomio. Asi pues R?
no es un buen criterio para seleccionar el grado del polinomio. Podemos superponer a la
nube de puntos biomasa—didmetro las curvas predichas por estos diferentes polinomios: el
objeto m que designa la regresién lineal de In(B) con respecto a In(D) ajustada en la Linea
roja 7,

with(dat,plot(dbh,Btot,xlab="Diametro (cm)",ylab="Biomasa (t)",log="xy"))
D <- 10"seq(par("usr") [1],par("usr") [2],length=200)
lines (D, exp(predict (m,newdata=data.frame(dbh=D))))
lines(D,exp(predict (m2,newdata=data.frame(dbh=D))))
lines(D,exp(predict (m3,newdata=data.frame(dbh=D))))
lines(D,exp(predict (m4,newdata=data.frame(dbh=D))))

Las curvas resultantes aparecen en la Figura 6.6: cuanto més elevado es el grado del poli-
nomio, mas se deforma la curva para ajustarse a los datos, con una extrapolacién fuera del
ambito de los datos que es cada vez mas irrealista (lo que es tipico de una sobreparametri-
zacién del modelo).

—

i—

Regresién multiple entre In(B), In(D) e In(H)

La exploracién grafica (Lineas rojas 3 e 6) demostré que la variable sintética D?H estaba
vinculada a la biomasa a través de una relaciéon de potencia (o sea, una relacién lineal
en coordenadas logarftmicas): B = a(D?H)®. No obstante, podemos preguntarnos si las
variables D? y H tienen realmente el mismo exponente b, o bien si pueden tener exponentes
diferentes: B = a x (D?)" H%. Al trabajar con los datos transformados logaritmicamente (lo
que, dicho sea de paso, estabiliza la varianza residual), es como si ajustdsemos una regresién
multiple de In(B) con respecto a In(D) y In(H):

In(B) = a + by In(D) + by In(H) + &

con
Var(e) = o

La regresion se ajusta mediante minimos cuadrados ordinarios. El ajuste de esta regresion
multiple:
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Figura 6.6 — Biomasa en funcién del didmetro (en coordenadas logaritmicas) para 42 arboles
medido en Ghana por Henry et al. (2010), (puntos), y predicciones (curvas) por medio de
una regresién polinomial de In(B) con respecto a In(D): (A) polinomio de grado 1 (linea
recta); (B) polinomio de grado 2 (parabola); (C) polinomio de grado 3; (D) polinomio de
grado 4.
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m <- 1lm(log(Btot)~I(log(dbh))+I(log(haut)),data=dat[dat$Btot>0,])
summary (m)

da:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) -8.9050 0.2855 -31.190 <2e-16  *xx*
I(log(dbh)) 1.8654 0.1604 11.632 4.35e-14  *x**
I(log(haut)) 0.7083 0.2097 3.378 0.00170  *x

con una desviacién estandar residual de 0,4104 y R?> = 0,9725. El modelo es altamente
significativo (prueba de Fisher: Fy33 = 671,5, p-value < 2,2 x 10716). El modelo, en el
que todos los coeficientes son significativamente diferentes de cero, se escribe: In(B) =
—8,9050 + 1,8654 In(D) + 0,70831In(H). Al aplicar la funcién exponencial para volver a los
datos de partida, el modelo se convierte en: B = 1,357 x 104 D1:8654 f0.7083 ' E] exponente
asociado a la altura vale un poco menos de la mitad de aquel asociado al didmetro y es un
poco menor que el exponente 0,87238 que habia sido encontrado para la variable sintética
D?H (cf. Linea roja 8). El examen de los residuos:

plot(m,which=1:2)

no revela nada en particular (Figura 6.7).

—
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Figura 6.7 — Grafico de los residuos en funcién de los valores predichos (izquierda) y gréfico
cuantile—cuantile (derecha) de los residuos de la regresién miiltiple de In(B) con respecto a
In(D) e In(H) ajustada a los 42 arboles medidos por Henry et al. (2010) en Ghana.

6.1.3. Regresion ponderada

Supongamos ahora que queremos ajustar directamente un modelo polinomial de la bio-
masa B con respecto al didmetro D. Por ejemplo, un polinomio de grado 2:

B=uag+aD+ayD?+e¢ (6.9)

Como evocamos anteriormente, la biomasa tiene casi siempre (por no decir siempre) una
variabilidad que aumenta con el didmetro D del arbol. En otras palabras, la varianza de
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€ aumenta con D, en contradiccién con la hipétesis de homocedasticidad necesaria para
la regresién multiple. Por ende, no podriamos ajustar el modelo (6.9) con una regresién
multiple. La transformacion logaritmica permite estabilizar la varianza residual (volveremos
a ello en la Seccién 6.1.5). Al tomar In(B) como variable de respuesta, el modelo por ajustar
se convierte en:

In(B) = In(ag + a1D + asD?) + ¢ (6.10)

Es razonable suponer que la varianza de los residuos de dicho modelo es constante. Pero,
desgraciadamente, ya no se trata de un modelo lineal puesto que la dependencia de la
varianza de respuesta con respecto a los coeficientes ag, a1 y as no es lineal. Por eso es
posible ajustar el modelo (6.10) mediante un modelo lineal. Mas adelante (§6.2) veremos
cémo ajustar este modelo no lineal.

La regresion ponderada permite ajustar un modelo tal como (6.9) en el que la varianza
de los residuos no es constante, apoyandose en el formalismo del modelo lineal. Se la puede
considerar como una extensiéon de la regresién miltiple en caso en que la varianza de los
residuos no sea constante. La regresion ponderada se desarrollé en ingenieria forestal a partir
del decenio de 1960 y hasta el decenio de 1980, en particular gracias a los trabajos de Cunia
(1964, 1987a). Fue ampliamente usada para ajustar modelos lineales (Whraton & Cunia,
1987; Brown et al., 1989; Parresol, 1999), antes de ser remplazada por métodos de ajuste
més eficaces que veremos en la Seccién 6.1.4.

La regresion ponderada se escribe de forma idéntica a la regresién multiple (6.3):

Y:a0—|—a1X1+a2X2—|—...+apo+€

con la sola excepcion de que ya no suponemos que la varianza de los residuos es constante.
Cada observacion tiene ahora su propia varianza residual 01-2:

;g ~ N(O, Ui)

A cada observacién se asocia un peso de ponderacién positivo w; (de alli que se use el
adjetivo “ponderada” para calificar esta regresién), que es inversamente proporcional a la
varianza residual:

w; o< 1/0?

El coeficiente de proporcionalidad entre w; y 1/ 01-2 no es precisado porque el método es
insensible en realidad a cualquier nueva normalizacién del peso (como se vera en la parrafo
siguiente). El hecho de asociar a cada observacién un peso que es inversamente proporcional
a su varianza es bastante natural. Una observacién que tiene una fuerte varianza residual se
interpreta como una observacién que tiene una fuerte variabilidad intrinseca, y es natural
pues que tenga menos peso en el ajuste del modelo. Como no se pueden estimar n pesos
a partir de n observaciones, hay que modelar la ponderacién. Para datos bioldgicos tales
la biomasa o el volumen, la heterocedasticidad de los residuos corresponde casi siempre a
una relaciéon de potencia entre la varianza residual y el tamano de los arboles. Supondremos
entonces que, entre las p variables explicativas de la regresién ponderada, hay una (tipica-
mente el didmetro de los arboles) tal que o; es una funcién de potencia de dicha variable.
Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que esta variable es X1, de forma que:

o; =k Xj
con k > 0y ¢ > 0. En consecuencia:

w; o< XZ-EZC
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El exponente ¢ no puede estimarse del mismo modo que ag, a1, ..., ap, sino que debe de-
terminarse a priori. Es el principal inconveniente de este método de ajuste. Veremos mas
adelante cémo elegir el valor del exponente c. Por el contrario, el coeficiente multiplica-
dor k£ no hay que estimarlo porque los pesos w; estan definidos sc;lo dentro de un factor
—zC

multiplicador. En la préctica, se podria plantear entonces w; = X;

Estimacion de los coeficientes

El método de los minimos cuadrados se ajusta para tener en cuenta la ponderacion de las
observaciones. Se habla entonces del método de los minimos cuadrados ponderados. Para un
exponente c fijo, las estimaciones de los coeficientes ag, .. ., a, son los valores que minimizan
la suma ponderada de los cuadrados de las diferencias:

n n
SCE(CLQ, A1y o vy ap) = Zwlsg = ZU}Z(}/Z —apg — alXﬂ — ... apXZ- )2
i=1 i=1

0, en escritura matricial:
SCE(a) =YY - Y)W(Y - Y) = (Y — Xa)W(Y — Xa)
donde W es la matriz diagonal n X n que tiene w; en su diagonal:

w1 0

0 W,
El minimo de SCE se obtiene para (Magnus & Neudecker, 2007):
a = argmin SCE(a) = ("*XWX) ""XWY
a

Este minimo no cambia cuando los pesos w; son multiplicados todos por el mismo escalar,
lo que demuestra sin duda que el método no es sensible a la normalizacién de los pesos.
Podemos cerciorarnos de que la estimacion por el método de minimos cuadrados pondera-
dos aplicados a las observaciones X;; e Y; dé el mismo resultado que la estimacién por el
método de los minimos cuadrados ordinarios aplicados a las observaciones \/w; X;; y /w; Y;.
Como anteriormente, una ventaja de este método de ajuste es que las estimaciones de los
coeficientes tienen una expresién explicita.

Interpretacion de los resultados y verificacion de las hipétesis

La interpretacién de los resultados de la regresién ponderada se hace exactamente del
mismo modo que para aquellos de la regresién multiple. La verificacién de las hipotesis
relativas a los residuos es similar, con la diferencia que los residuos se remplazan por los
residuos ponderados €, = /w;e; = €;/Xf. Hay que cerciorarse de que el grafico de los
residuos ponderados €, en funcién de los valores predichos no presenta ninguna tendencia
particular (como en la Figura 6.8B). Si la nube de puntos de los residuos comparada con los
valores predichos tiene forma de embudo que se abre hacia la derecha (como en la Figura
6.8A), significa que el valor del exponente ¢ es demasiado pequenio (el valor mas pequeno
posible es cero). Si la nube de puntos tiene forma de embudo que se cierra hacia la derecha
(como en la Figura 6.8C), significa que el valor del exponente ¢ es demasiado grande.
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(B) el valor del exponente c es adecuado; (C) el valor del exponente ¢ es demasiado grande.
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los residuos ponderados €/ X°.



128 CAPITULO 6. AJUSTE DEL MODELO

Eleccién de la ponderacién

Un punto crucial de la regresiéon ponderada es la eleccién a priori del valor del exponente
¢ que define la ponderaciéon. Varios métodos pueden usarse para determinar c. El primer
método consiste en proceder por tanteo, en funcién de la apariencia del grafico de los residuos
ponderados en funcién de los valores predichos. Dado que la apariencia del grafico nos
indica la pertinencia del valor de ¢ (Figura 6.8), basta con probar varios valores de ¢ hasta
que la nube de puntos de los residuos ponderados en funcién de los valores predichos no
presente ya una tendencia particular. Como la regresién lineal es apropiada con respecto
a la hipdtesis de varianza constante de los residuos, no hace falta determinar ¢ con gran
precision. Comunmente es suficiente probar valores enteros de ¢. Concretamente, se podra
ajustar la regresiéon ponderada para c con valor de 0, 1, 2, 3 0 4 (rara vez resulta 1til ir més
alld de 4) y retener el valor entero que garantice la mejor apariencia de la nube de puntos
de los residuos ponderados en funcién de los valores predichos. Este método simple suele ser
ampliamente suficiente.

Si queremos obtener un valor mas preciso del exponente ¢, se puede proceder a calcular
aproximativamente la varianza condicional de la variable de respuesta Y ya que conocemos
X1:

1. subdividir X; en K clases centradas en Xq; (k=1, ..., K);

2. calcular la varianza empirica, 0,%, de Y para las observaciones que pertenezcan a la
clase k (con k=1, ..., K);

3. hacer una regresién lineal de In(oy) con respecto a In(X1y).

La pendiente de esta regresién es una estimaciéon de c.
La tercera forma de estimar ¢ consiste en buscar el valor de ¢ que minimice el indice de
Furnival (1961). Este indice se define en la pagina 161.

fi—

Regresién lineal ponderada entre B y D?>H

El analisis exploratorio de la relacién entre la biomasa y D?H demostré (Linea roja 3)
que esta relacién era lineal con una varianza de la biomasa que aumentaba con D?H. Asi
pues se puede ajustar una regresion ponderada de la biomasa B con respecto a D?H:

B=a+bD?H +¢

con

Var(e) o< D

La regresién lineal se ajusta mediante minimos cuadrados ponderados, lo que exige conocer
a priori el valor del exponente c.

Estimemos primero el coeficiente ¢ para la ponderacién de las observaciones. Para ello,
distribuiremos las observaciones en clases de diametro y calcularemos la desviacién estandar
de la biomasa en cada clase de didmetro:

D <- quantile(dat$dbh, (0:5)/5)
i <- findInterval(dat$dbh,D,rightmost.closed=TRUE)
sdB <- data.frame(D=(D[-1]+D[-6])/2,sdB=tapply(dat$Btot,i,sd))

El objeto D contiene los limites de las clases de didmetro, calculados de forma tal que
tengamos 5 clases que contengan aproximadamente el mismo nimero de observaciones. El
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objeto i contiene el ntimero de la clase de didmetro a la que pertenece cada observacién. La
Figura 6.9, obtenida mediante el comando:

with(sdB,plot(D,sdB,log="xy",xlab="Didmetro (cm)",ylab=
"Desviacién esténdar de la biomasa (t)"))

muestra la desviacién estandar de la biomasa en funcién del didmetro mediano de cada clase
de didmetro, en una escala logaritmica. Los puntos se alinean aproximadamente a lo largo
de una recta, lo que confirma que el modelo de potencia es adecuado para modelizar la
varianza residual. La regresion lineal del logaritmo de la desviacién estandar de la biomasa
con respecto al logaritmo del didmetro mediano de cada clase, ajustado usando al comando:

summary (1m(log(sdB) ~I(log(D)),data=sdB))

da:
Estimate Std. Error +t value Pr(>ltl)
(Intercept) -7.3487 0.7567 -9.712 0.00232  *xx
I(log(D)) 2.0042 0.1981 10.117 0.00206  *xx

La pendiente de la regresion es igual a ¢ = 2. De esta forma la desviacién estandar o de
la biomasa es aproximativamente proporcional a D?, y se tomars una ponderacién de las
observaciones inversamente proporcional a D*.

El ajuste de la regresién ponderada de la biomasa B con respecto a D?H con esta
ponderacién, obtenida mediante el comando:

m <- lm(Btot~I(dbh~2+%haut),data=dat,weights=1/dat$dbh"~4)
summary (m)

da:

Estimate Std. Error +t value Pr(Cltl)
(Intercept) 1.181e-03 2.288e-03 0.516 0.608
I(dbh~2*haut) 2.742e-05 1.527e-06 17.957 <2e-16  *xx

Un examen del resultado de este ajuste muestra que la interseccién no es significativamente
diferente de cero. Asi pues tenemos que ajustar una nueva regresién ponderada de la biomasa
B con respecto a D?H sin interseccién:

m <- lm(Btot~-1+I(dbh~2%haut),data=dat,weights=1/dat$dbh~4)
summary (m)

lo que da:

Estimate Std. Error +t value Pr(Cltl)
I(dbh~2*haut) 2.747e-05 1.511e-06 18.19 <2e-16  *xx

El modelo se escribe entonces: B = 2,747 x 107°D?H, con un R? de 0,8897 y una desviacién
estandar residual de k = 0,0003513 toneladas cm™2. El modelo es altamente significativo
(prueba de Fisher: Fy 41 = 330,8, p-value < 2,2 x 10716). Como este modelo fue ajustado
directamente sobre los datos no transformados, cabe sefialar que no hace falta retirar las
observaciones con una biomasa nula (contrariamente a la Linea roja 8). La Figura 6.10A,
obtenida con el comando:

plot(fitted(m) ,residuals(m)/dat$dbh”2,xlab="Valores predichos",ylab=
"Residuos ponderados")

muestra los residuos ponderados en funcién de los valores predichos. En comparacién, la
Figura 6.10B muestra los residuos ponderados en funcion de los valores predichos cuando la
ponderacién es demasiado pequeiia (con pesos inversamente proporcionales a D?):
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m <- lm(Btot~-1+I(dbh~2%haut),data=dat,weights=1/dat$dbh~2)
plot(fitted(m) ,residuals(m)/dat$dbh,xlab="Valores predichos",ylab="Residuos ponderados")

mientras que la Figura 6.10C muestra los residuos ponderados en funcién de los valores
predichos, si la ponderacién hubiera sido demasiado grande (con pesos inversamente pro-
porcionales a D?):

m <- lm(Btot~-1+I(dbh~2%haut),data=dat,weights=1/dat$dbh"~5)
plot(fitted(m) ,residuals(m)/dat$dbh”2.5,xlab="Valores predichos",ylab=
"Residuos ponderados")

Por tanto, el coeficiente ¢ = 2 la ponderacién se revela claramente como el adecuado.

—

€ 8
g S °
c N
e —]
2
c 3
g 5
S
5 - o °
k)

o
g 8 |
»n 0«
(]
c -
©
g g °
5 (\!_
h O
o]
[a) -

0

o

o o

I T T I
10 20 50 100

Diametro (cm)

Figura 6.9 — Desviacién estandar de la biomasa calculada en cinco clases de didmetro en
funcién del didmetro mediano de la clase (en coordenadas logaritmicas) para 42 &arboles
medidos en Ghana por Henry et al. (2010).

—

Regresion polinomial ponderada entre B y D

El andlisis exploratorio (Linea roja 2) demostré que la relacién entre la biomasa y el
diametro es parabdlica, con un aumento de la varianza de la biomasa con el didmetro. La
transformacién logaritmica permite linealizar la relacion entre la biomasa y el didmetro pero
también se puede buscar modelar directamente la relacién entre la biomasa y el didmetro
mediante una funcién parabdlica:

B=uay+aD+asD?*+¢

con
Var(e) oc D%

En la Linea roja 11, vimos que el valor ¢ = 2 del exponente convenia para modelar la
desviacion estandar condicional de la biomasa conociendo el didmetro. Entonces, ajustamos
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Figura 6.10 — Grafico de los residuos ponderados en funcién de los valores predichos para
la regresién ponderada de la biomasa con respecto a D?H para 42 arboles medidos en
Ghana por Henry et al. (2010): (A) la ponderacién es inversamente proporcional a D*;
(B) la ponderacién es inversamente proporcional a D?; (C) la ponderacién es inversamente
proporcional a D°.
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la regresion miiltiple mediante los minimos cuadrados ponderados con una ponderacién de
las observaciones proporcional a 1/D*:

m <- lm(Btot~dbh+I(dbh"2),data=dat,weights=1/dat$dbh~4)

summary (m)

lo que da:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 1.127e-02 6.356e-03 1.772 0.08415 .
dbh -7.297e-03 2.140e-03 -3.409 0.00153  *x
I(dbh"2) 1.215e-03 9.014e-05 13.478 2.93e-16  *kxx*

con una desviacién estandar residual k& = 0,0003882 toneladas cm~2 y R? = 0,8709. La
interseccién resulta no ser significativamente diferente de cero. En consecuencia, ajustaremos
nuevamente una funcién parabdlica pero sin interseccién:

m <- lm(Btot~-1+dbh+I(dbh~2),data=dat,weights=1/dat$dbh~4)
summary (m)
lo que da:

Estimate Std. Error +t value Pr(>ltl)
dbh -3.840e-03 9.047e-04 -4.245 0.000126  *xx
I(dbh"2) 1.124e-03 7.599e-05 14.789 <2e-16  *x*x

con una desviacién estdndar residual £ = 0,0003985 toneladas cm~2 y R? = 0,8615. El
modelo es altamente significativo (prueba de Fisher: F 490 = 124,4, p-value = 2,2 x 10716)
y se escribe: B = —3,840 x 1073D 4 1,124 x 10=3D?. El gréfico 6.11 obtenido mediante el
comando:

plot(fitted(m) ,residuals(m)/dat$dbh”2,xlab="Valores predichos",ylab=
"Residuos ponderados")

muestra los residuos ponderados en funcién de los valores predichos.

—

6.1.4. Regresion lineal con modelo de varianza

Una alternativa a la regresién ponderada consiste en plantear explicitamente un modelo
para la varianza de los residuos. Igual que antes, es realista plantear que existe una variable
explicativa (sin pérdida de generalidad, la primera) tal que la desviacién estdandar residual
es una funcién de potencia de esta variable:

Var(e) = (kX¢)? (6.11)
con k >0y c>0..El modelo se escribe entonces:
Y:a0+a1X1+a2X2—|—...+apo+6 (612)

con:

e ~N(0, kXY)

En cuanto a la forma, el modelo no se diferencia de la regresién ponderada. En cuanto
al fondo, hay una diferencia fundamental: los coeficientes k£ y ¢ son ahora parametros del
modelo por estimar, del mismo modo que los coeficientes ag, a1, ..., ap,. Debido a estos
parametros k y ¢ por estimar, el método de los minimos cuadrados no puede usarse para



6.1 AJUSTE DE UN MODELO LINEAL 133

3 5
1)
—
o0
%))
8 « |o
S C|> | o)
5 8
o
o
5 o &0
o o) o [e}
o 8 9) o
o 9 o ©
= . %" 45 0
5 © ¥ ° o
x & ° °
< o
T Jo
Lﬁg — o
I
%
I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35

Valores predichos

Figura 6.11 — Grafico de los residuos ponderados en funcién de los valores predichos para
la regresién ponderada de la biomasa con respecto a D y D? para 42 arboles medidos en
Ghana por Henry et al. (2010).

estimar los coeficientes del modelo. Hay que usar otro método de estimacién, a saber, el
método de maxima verosimilitud. En sentido estricto, el modelo definido por (6.11) y (6.12)
no corresponde al modelo lineal. Conceptualmente estd mucho més proximo del modelo no
lineal que veremos en la Seccion 6.2. No entraremos en mas detalles aqui sobre el modelo
no lineal: el método de ajuste del modelo definido por (6.11) y (6.12) se presentara como un
caso particular del modelo no lineal en la Seccién 6.2.

H—

Regresién lineal entre B 'y D?H con modelo de varianza

Anticipandonos a la Seccién 6.2, vamos a ajustar una regresiéon lineal de la biomasa con
respecto a D2H en especificando un modelo de potencia sobre la varianza residual:

B=a+bD?H +¢

con

Var(e) = (kD°)?

Mas adelante (§6.2) veremos que este modelo estd ajustado mediante la maxima verosimi-
litud. Esta regresion es muy parecida en esencia a la regresiéon ponderada de la biomasa con
respecto a D?H efectuada anteriormente (Linea roja 11), con la tinica diferencia de que el
exponente ¢ usado para definir la ponderaciéon de las observaciones ahora es un parametro
por estimar de pleno derecho y no un coeficiente dado a priori. La regresiéon lineal con
modelo de varianza se ajusta del modo siguiente:

library(nlme)

start <- coef (Ilm(Btot~I(dbh~2*haut) ,data=dat))

names (start) <- c("a","b")

summary (nlme (Btot~at+b*dbh~2*haut, data=cbind(dat,g="a"), fixed=atb~1, start=start,
groups=~g, weights=varPower (form=~dbh)))
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y da (en la Seccién 6.2 volveremos sobre el significado del objeto start):

Value Std.Error DF t-value p-value
a 0.0012868020 0.0024211610 40 0.531481 0.598
b 0.0000273503 0.0000014999 40 18.234340 0.000

con un valor estimado del exponente ¢ = 1,977736. Al igual que en la regresién no lineal
ponderada (Linea roja 11), la interseccién no es significativamente diferente de cero. Asi
pues, se reajusta el modelo sin interseccion:

summary (nlme (Btot~b*dbh~2*haut, data=cbind(dat,g="a"), fixed=b~1, start=start["b"],
groups=~g, weights=varPower (form=~dbh)))

lo que da:

Value Std.Error DF t-value p-value
b 2.740688e-05 1.4869e-06 41 18.43223 0

con un valor estimado del exponente ¢ = 1,980263. Dicho valor es muy similar al evaluado
para la regresién lineal ponderada (¢ = 2 en la Linea roja 11). El modelo ajustado se escribe
entonces: B = 2,740688 x 107°D? H , lo que es muy préximo al modelo ajustado por regresion
lineal ponderada (Linea roja 11).

—

Regresion polinomial entre B y D con modelo de varianza

Anticipandonos a la Seccién 6.2, vamos a ajustar una regresion miiltiple de la biomasa
con respecto a D y D? en especificando un modelo de potencia sobre la varianza residual:

B:a0+a1D+a2D2+€

con

Var(e) = (kD°)?

Miés adelante (§6.2) veremos que este modelo esté ajustado por maxima verosimilitud. Esta
regresién es muy parecida en esencia a la regresién polinomial de la biomasa con respecto a
D y D? realizada antes (Linea roja 12), con la tinica diferencia de que el exponente ¢ usado
para definir la ponderacion de las observaciones ahora es un parametro por estimar de pleno
derecho y ya no un coeficiente dado a priori. La regresion lineal con modelo de varianza se
ajusta del modo siguiente:

library(nlme)

start <- coef(Ilm(Btot~dbh+I(dbh~2),data=dat))

names (start) <- c("a0","al","a2")

summary (nlme (Btot~alO+al*dbh+a2*dbh~2,data=cbind(dat,g="a") ,fixed=al0+al+a2~1,

start=start,groups=~g,weights=varPower (form=~dbh)))

y da (en la Seccién 6.2 volveremos sobre el significado del objeto start):

Value Std.Error DF t-value p-value
a0 0.009048498 0.005139129 39 1.760706 0.0861
al -0.006427411 0.001872346 39 -3.432812 0.0014
a2 0.001174388 0.000094063 39 12.485081 0.0000
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con un valor estimado del exponente ¢ = 2,127509. Como en la regresion polinomial ponde-
rada (Linea roja 12), la interseccién no es significativamente diferente de cero. Se reajusta
entonces el modelo sin interseccién:

summary (nlme (Btot~al*dbh+a2*dbh~2,data=cbind(dat,g="a") ,fixed=al+a2~1,start=start[
c("al","a2")],groups=~g,weights=varPower (form=~dbh)))

lo que da:
Value Std.Error DF t-value p-value
al -0.003319456 0.0006891736 40 -4.816574 0
a2 0.001067068 0.0000759745 40 14.045082 0

con un valor estimado del exponente ¢ = 2,139967. Este valor es muy similar al evaluado
para la regresién polinomial ponderada (¢ = 2 en la Linea roja 12). El modelo ajustado se
escribe entonces: B = —3,319456 x 1073 D + 1,067068 x 1073 D?, lo que es muy préximo del
modelo ajustado por regresion polinomial ponderada (Linea roja 12).

—

6.1.5. Transformacién de variable

Retomemos el ejemplo de un modelos de biomasa de una entrada (en este caso, el
didmetro) de tipo potencia:
B =aD" (6.13)

Ya vimos que se trata de un modelo no lineal dado que B depende en forma no lineal
de los coeficientes a y b. Por el contrario, se puede linealizar este modelo aplicando la
transformacion logaritmica. La relacién (6.13) es equivalente a: In(B) = In(a) +bIn(D), que
se puede ver como una regresion lineal de la variable de respuesta ¥ = In(B) con respecto
a la variable explicativa X = In(D). Se pueden entonces estimar los coeficientes a y b (o
mas bien In(a) y b) del modelo de potencia (6.13) mediante regresion lineal sobre los datos
transformados logaritmicamente. ;Qué ocurre con el error residual? Si la regresién lineal
en los datos transformados logaritmicamente es pertinente, esto significa que ¢ = In(B) —
In(a) — bln(D) corresponde a una distribucién normal centrada y de desviacién estandar
constante o. Si volvemos a los datos de partida utilizando la transformacién exponencial
(que es la transformacién inversa de la transformacion logaritmica), el error residual es el
factor:
B=aD"x ¢

con & = exp(e). Asi pues, pasamos de un error aditivo en los datos transformados logarit-
micamente a un error multiplicativo en los datos de partida. Ademds, si € corresponde a
una distribucién normal centrada con una desviacién estandar o, entonces, por definicién,
¢’ = exp(e) corresponde a una distribucién lognormal de parametros 0 y o:

g~ LN(0, o)
Lid.
En contraste con € cuya media es cero, la media de & no lo es sino que vale: E(¢') =
exp(c?/2). En el Capitulo 7 veremos las consecuencias de ello.
Hay dos cosas que debemos retener de este ejemplo:

1. cuando nos enfrentamos a una relacién no lineal entre una variable de respuesta y una
o varias variables explicativas, una transformacién de variable puede permitir volver
lineal esta relacidn;
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2. la transformacién de variable afecta no sélo la forma de la relacién entre la o las
variables explicativas y la variable de respuesta, sino también el error residual.

Con respecto al primer punto, la transformaciéon de variables lleva a diferenciar dos enfo-
ques para ajustar un modelo no lineal. Ante una relaciéon no lineal entre una variable de
respuesta y variables explicativas, el primer enfoque consiste en buscar una transformaciéon
que linealice esta relacién, para acercarse al caso del modelo lineal. El segundo enfoque con-
siste en ajustar directamente el modelo no lineal, como lo veremos en la Seccién 6.2. Cada
enfoque tiene sus ventajas e inconvenientes. El modelo lineal presenta la ventaja de aportar
un marco tedrico relativamente simple y, sobre todo, las estimaciones de sus coeficientes son
expresiones explicitas. El inconveniente es que la etapa de linealizacién del modelo introdu-
ce una dificultad adicional y que la transformacién inversa, si no tenemos cuidado, puede
introducir un sesgo de prediccién (al que volveremos en el Capitulo 7). Ademads, no todos
los modelos son linealizables. Por ejemplo, no existe ninguna transformacién de variable que
permita linealizar el modelo siguiente: Y = ag + a1 X + az exp(azX).

Con respecto al segundo punto, a partir de ahora tendremos que distinguir la forma
de la relacién entre la variable de respuesta y las variables explicativas (se habla también
de modelo para la media — sobreentendiéndose la media de la variable de respuesta Y), y
la forma del modelo para el error residual (se habla también de modelo para la varianza
— sobreentendiéndose la varianza de Y). La transformacién de variable afecta a ambas si-
multaneamente. Todo el arte de la transformacion de variable consiste en actuar en estos
dos planos simultaneamente para hacer que el modelo se vuelva lineal con respecto a sus
coeficientes y estabilizar la varianza de los residuos (es decir, volverla constante).

Transformaciones usuales de las variables

Aunque no haya limite tedrico a las transformaciones de variable que se pueden usar, las
transformaciones que pueden afectar los voltimenes o las biomasas son pocas. La transforma-
cién que resultarda mas usada para el ajuste de los modelos es la transformacién logaritmica.
Dado un modelo de potencia:

Y =aX]'XP x ... x X x e

la transformacién logaritmica consiste en remplazar la variable Y por su logaritmo: Y’ =
In(Y’), y cada una de las variables de respuesta por su logaritmo: X} = In(Xj). El modelo
resultante es:

Y'=d +b0X] + X5+ ... +0,X,+¢ (6.14)

con ¢ = In(e). La transformacién inversa es exponencial para el conjunto de variables
(de respuesta y explicativas). En términos de error residual, la transformacién logaritmica
es adecuada si € tiene una distribucién normal, o sea si el error € es positivo y actta
en forma multiplicativa. Cabe sefialar que para variables que puedan tener un valor cero,
la transformacion logaritmica plantea problemas. En ese caso, se usa la transformaciéon
X' =In(X +1) en vez de X’ = In(X) (o0 en forma mds general X’ = In(X + constante)
si X puede tener valores negativos, como un crecimiento diamétrico, por ejemplo). Como
ejemplo, los modelos de biomasa siguientes:

B = aD’

B = a(D?H)"
B = ap"D"H"
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pueden ajustarse mediante una regresién lineal luego de una transformacién logaritmica de
los datos.
Dado un modelo exponencial:

Y =aexp(bi1 X1 + b2 Xo+ ...+ 0p,X,) x e (6.15)

la transformaciéon adecuada consiste en remplazar la variable Y por su logaritmo: Y/ =
In(Y), y en no transformar las variables de respuesta: X; = X;. El modelo resultante es
idéntico a (6.14). La transformacion inversa es exponencial para la variable de respuesta y
no hay cambios para las variables explicativas. FEn términos de error residual, esta transfor-
macion es adecuada si ¢ tiene un distribucién normal, o sea si el error € es positivo y actia
de forma multiplicativa. Cabe senialar que, sin pérdida de generalidad, se pueden volver
a parametrar los coeficientes del modelo exponencial (6.15) planteando b = exp(b;). Una
forma de escribir estrictamente equivalente del modelo exponencial (6.15) es pues:

Y = ab, M0, x L x b;X” X €
Como ejemplo, el modelo de biomasa siguiente:
B = exp{ag + a1 In(D) + az[In(D)]* + az[ln(D)]*}

puede ajustarse mediante regresién lineal luego de una transformacién de variable de este
tipo (con, en ese ejemplo X; = [In(D)}7).

La transformacion de Box-Cox generaliza la transformacién logaritmica. Es en realidad
una familia de transformaciones indexada por un parametro £. Dada una variable X, la
transformacién de Box-Cox X é es:

! — (X —1)/¢ (& #0)
¢ In(X) = limg,0(X¢ — 1)/ (£=0)

La transformacion de Box-Cox permite convertir el dilema de la eleccién de una transfor-
macién de variable en uno de estimacién de un parametro £ (Hoeting et al., 1999).

Transformacion de una variable particular

Las transformaciones de variable usuales cambian la forma de la relacién entre la variable
de respuesta y la variable explicativa. Cuando la nube de puntos (X;, Y;) de la variable de
respuesta en funcién de la variable explicativa tiene la forma de una recta con heterocedas-
ticidad, tal como se esquematiza en la Figura 6.12, es necesario aplicar una transformacion
de variable para estabilizar la varianza de Y, sin afectar no obstante el caracter lineal de la
relacién entre X y Y. El ejemplo presentado en 6.12 se da con bastante frecuencia cuando
se ajusta una ecuacién alométrica entre dos magnitudes que varian proporcionalmente (cf.
por ejemplo Ngomanda et al., 2012). El cardcter lineal de la relacién entre X e Y significa
que el modelo es de forma:

Y=a+bX+¢ (6.16)

pero la heterocedasticidad significa que la varianza de € no es constante, lo que impide ajustar
una regresion lineal. Una transformacién de variable en este caso consiste en remplazar Y
por Y =Y/X y X por X’ = 1/X. Dividiendo cada miembro de (6.16) por X, el modelo
después de la transformacion de la variable se convierte en:

Y =aX'+0+¢ (6.17)
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con ¢/ = ¢/X. El modelo transformado corresponde siempre a una relacién lineal, con la
salvedad de que la interseccion a de la relacién entre X e Y se convierte en la pendiente
de la relacién entre X’ e Y’, y reciprocamente la pendiente b de la relacién entre X e Y
se convierte en interseccién de la relacién entre X’ e Y’. El modelo (6.17) podré ajustarse
por una regresion lineal simple si la varianza de &’ es constante. Como Var(¢’) = o2 implica
Var(e) = 02X 2, esto implica que la transformacioén de la variable es adecuada si la desviacién
estandar de € es proporcional a X.

o
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l l l

20 40 60 80 100
]

0
|
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Variable exolicativa

Figura 6.12 — Relacién lineal entre una variable explicativa (X ) y una variable de respuesta
(Y'), con crecimiento de la variabilidad de Y cuando aumenta X (heterocedasticidad).

En el modelo (6.17) que estd ajustado por regresion lineal simple, la suma de los cua-

drados de sus desviaciones vale:
n n

n

SCE(a, b) =Y (Y —aX] = 0)* => (Y;/Xi —a/X; = b)* =>_ X (Vi —a—bX;)?
i=1 i=1 i=1

En esta tltima expresion, se reconoce la expresiéon de la suma de los cuadrados de las

desviaciones para una regresiéon ponderada que utiliza pesos w; = X[Q. De esta forma,

la transformacién de la variable Y/ = Y/X y X’ = 1/X es estrictamente idéntica a una

regresion ponderada de peso w = 1/X?2.

H—

Regresién lineal entre B/D? y H

En la Linea roja 11 vimos que un modelo de biomasa con dos entradas con respecto al
didmetro y la altura era: B = a + bD*H + ¢ con Var(e) oc D*. Al dividir cada miembro de
la ecuacién por D?, obtenemos:

B/D?* =a/D* 4 bH + ¢
con
Var(e') = o2
De esta forma, la regresién de la variable de respuesta Y = B/D? con respecto a las dos
variables explicativas X1 = 1/D? y Xo = H verifica a priori priori las hipotesis de la regre-
sién lineal multiple. Esta regresion se ajusta mediante los minimos cuadrados ordinarios. El
ajuste de dicha regresién multiple se logra mediante el comando:
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summary (1m((Btot/dbh~2) ~-1+I(1/dbh~2)+haut,data=dat))

da:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
I(1/dbh"2) 1.181e-03 2.288e-03 0.516 0.608
haut 2.742e-05 1.527e-06 17.957 <2e-16  *xx*

donde se pone de manifiesto que el coeficiente asociado a X7 = 1/D? no es significativa-
mente diferente de cero. Si volvemos a los datos de partida, eso significa simplemente que la
interseccion a no es significativamente diferente de cero, lo que ya habiamos diagnosticado
en la Linea roja 11. Podemos retirar entonces X; y ajustar una regresién lineal simple de
Y = B/D? con respecto a Xy = H:

with(dat,plot(haut,Btot/dbh~2,xlab="Altura (m)",ylab="Biomasa/cuadrado del didmetro
(t/cm2)"))

m <- 1Im((Btot/dbh"2)~-1+haut,data=dat)

summary (m)

plot(m,which=1:2)

La nube de puntos de B/D? en funcién de H tiene efectivamente la forma de una recta con
una varianza de B/D? que es aproximativamente constante (Figura 6.13). El ajuste de la
regresion lineal simple da:

Estimate Std. Error +t value Pr(cltl)
haut 2.747e-05 1.511e-06 18.19 <2e-16  *xx

con un R? de 0,8897 y una desviacién estandar residual de 0,0003513 toneladas cm~2. El
modelo se escribe: B/D? = 2,747 x 107°H,, o sea, volviendo a las variables de partida: B =
2,747x107°D? H. Hace falta verificar que este modelo es estrictamente idéntico a la regresiéon
ponderada de B con respecto a D2H realizada en la Linea roja 11 con una ponderacién
proporcional a 1/D*. El grafico de los residuos en funcién de los valores predichos y el
grafico cuantil-cuantil de los residuos se muestran en la Figura 6.14.

—

Regresién lineal entre B/D? y 1/D

En la Linea roja 12 vimos que un modelo polinomial de biomasa, con respecto al didme-
tro, era: B = ag+ a1 D +asD? +¢ con Var(e) o D*. Al dividir cada miembro de la ecuacién
por D?, se obtiene:

B/D? = ag/D? + a1/D 4 as + €
con

Var(e') = o2

Por tanto, la regresién de la variable de respuesta Y = B/D? con respecto a las dos variables
explicativas X1 = 1/D? y Xy = 1/D verifican a priori las hipotesis de la regresion lineal
multiple. Esta regresion se ajusta mediante los minimos cuadrados ordinarios. El ajuste de
esta regresiéon multiple con el comando:

summary (1m((Btot/dbh~2) ~I(1/dbh~2)+I(1/dbh) ,data=dat))

da:
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Figura 6.13 — Nube de puntos de la biomasa dividida por el cuadrado del didmetro (tonela-
das cm™2) en funcién de la altura (m) para 42 drboles medidos en Ghana por Henry et al.
(2010).

Estimate Std. Error +t value Pr(>ltl)
(Intercept) 1.215e-03  9.014e-05 13.478 2.93e-16  *xx*
I(1/dbh"2) 1.127e-02 6.356e-03 1.772 0.08415 .
I(1/dbh) =7.297e-03 2.140e-03 -3.409 0.00153  *x

donde se pone de manifiesto que el coeficiente asociado a X; = 1/D? no es significativa-
mente diferente de cero. Si volvemos a los datos de partida, eso significa simplemente que
la interseccién ag no es significativamente diferente de cero, lo que habiamos diagnosticado
en la Linea roja 12. Por tanto, podemos retirar X; y ajustar una regresién lineal simple de
Y = B/D? con respecto a Xy = 1/D:

with(dat,plot(1/dbh,Btot/dbh~2,xlab="1/didmetro (/cm)",ylab="Biomasa/cuadrado del
diametro (t/cm2)"))

m <- Im((Btot/dbh~2)~I(1/dbh),data=dat)

summary (m)

plot(m,which=1:2)

La nube de puntos de B/D? en funcién de 1/D tiene aproximativamente la forma de una
recta con una varianza de B/D? que es aproximativamente constante (Figura 6.15). El
ajuste de la regresién lineal simple da:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 1.124e-03 7.599e-05 14.789 <2e-16  **x
I(1/dbh) -3.840e-03 9.047e-04 -4.245 0.000126  **x*

con un R? de 0,3106 y una desviaciéon estandar residual de 0,0003985 toneladas cm™2. El
modelo se escribe: B/D? = 1,124 x 1073 — 3,84 x 1073D~!, o, volviendo a las variables de
partida: B = —3,84 x 103D + 1,124 x 1073D?. Hace falta verificar que este modelo sea
estrictamente idéntico a la regresién polinomial ponderada de B con respecto a D realizada
con la Linea roja 12 con una ponderacién proporcional a 1/D*. El gréafico de los residuos en
funcién de los valores predichos y el grafico cuantil-cuantil de los residuos se representan en
la Figura 6.16.

—
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Figura 6.14 — Grafico de los residuos en funcién de los valores predichos (a la izquierda) y
gréfico de cuantil-cuantil (a la derecha) de los residuos de la regresién lineal simple de B/D?
con respecto a H ajustada a los 42 drboles medidos por Henry et al. (2010) en Ghana.

6.2. Ajuste de un modelo no lineal

Abordemos ahora el caso méas general del ajuste de un modelo no lineal. Ese modelo se

escribe:
Y =f(Xy,..., Xp;0)+¢

donde Y es la variable de respuesta, X1, ..., X, son las variables explicativas, ¢ es el vector
del conjunto de coeficientes del modelo, € es el error residual, f es una funcién. Si f es
lineal con respecto a los coeficientes 6, volvemos al modelo lineal estudiado anteriormente.
Ya no elaboramos ninguna hipétesis a priori sobre la linealidad de la funcién f en relacién
con los coeficientes 6. Al igual que antes, suponemos que los residuos son independientes y
estan distribuidos segiin una distribucién normal centrada. Por el contrario, no hay ninguna
hipétesis a priori sobre su varianza. E(e) = 0 implica que E(Y) = f(Xq, ..., X;;0). Por
eso se dice que f define el modelo para la media (se sobreentiende: de Y'). Planteemos:

Var(e) = g(X1, ..., Xp;0)

donde g es una funcién y 9 un conjunto de pardmetros. Como Var(Y') = Var(e), decimos
que g define el modelo para la varianza. La funcién g puede asumir formas diversas pero,
para los datos de biomasa o de volumen, suele asumir la forma de una funcién de potencia
de una variable que caracteriza el tamano del arbol (tipicamente su didmetro). Sin pérdida
de generalidad, plantearemos que esta variable explicativa es X1, y entonces:

g(X17 ) Xp719) = (ka)2

con = (k,c),k>0yc>0.

La interpretacion de los resultados del ajuste de un modelo no lineal es fundamentalmente
la misma que para el modelo lineal. Ademés de las propiedades del modelo, la diferencia
entre el modelo lineal y el modelo no lineal estd asociada a la forma en que se estiman los
coeficientes del modelo. Hay que distinguir dos tipos: (7) el exponente ¢ estd determinado
a priori; (i) el exponente ¢ es un pardmetro por estimar al igual que los otros pardmetros
del modelo.
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Figura 6.15 — Nube de puntos de la biomasa dividida por el cuadrado del diametro (tone-
ladas em™2) en funcién del inverso el diametro (cm™!) para 42 drboles medidos en Ghana
por Henry et al. (2010).

6.2.1. Exponente conocido

Consideremos primero el caso en el que el exponente ¢ del modelo para la varianza se
conoce a priori. En ese caso, el método de los minimos cuadrados puede usarse nuevamente
para ajustar el modelo. La suma ponderada de los cuadrados de las desviaciones es:

SCE(G) = Zwi 612 = Zwi [Y; — f(Xil, ey Xl'p; 0)]2
i=1 i=1

donde los pesos son inversamente proporcionales a la varianza de los residuos:

1 1

X7 = Var(e;)

Al igual que antes, el estimador de los coeficientes del modelo corresponde al valor de 8 que
minimiza la suma de los cuadrados de las desviaciones ponderadas:

Wi

n

0= argmein SCE(#) = argmein { Z %[YZ — f( X1, ooy Xips 9)]2}
i=1 ‘il
En el caso particular en que los residuos tienen una varianza constante (es decir ¢ = 0), el
método de los minimos cuadrados ponderados se simplifica en minimos cuadrados ordinarios
(todos los w; son iguales a 1), pero el principio de los calculos sigue siendo el mismo. El
estimador de 6 se obtiene resolviendo

OSCE , »

59 (0) =0 (6.18)
con la restriccion (0*SCE/06?) > 0 que garantiza que se trata realmente de un minimo
y no de un maximo. En el caso del modelo lineal, la resolucién de (6.18) habifa dado una
expresién explicita para el estimador f. En el caso general del modelo no lineal, ya no es
asf: no hay una expresién explicita para . La minimizacién de la suma de los cuadrados de
las desviaciones debe hacerse entonces mediante un algoritmo numeérico. En la Seccion 6.2.3
entraremos en mas detalles sobre este punto.
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Figura 6.16 — Gréfico de los residuos en funcién de los valores predichos (a la izquierda) y
gréfico cuantile-cuantile (a la derecha) de los residuos de la regresién lineal simple de B/D?
con respecto a 1/D ajustada a los 42 arboles medidos por Henry et al. (2010) en Ghana.

Valor a priori del exponente

El valor a priori del exponente c se obtiene en el caso no lineal del mismo modo que en el
caso lineal (cf. pag. 128): o bien por tanteo, o bien subdividiendo X; en clases y estimando
la varianza de Y para cada clase, o bien minimizando el indice de Furnival (cf. pag. 161).

—

Regresion no lineal ponderada entre By D

La exploracion grafica (Lineas rojas 2 y 5) demostrd que la relacién entre la biomasa B
y el didmetro D era de tipo potencia, con un aumento de la varianza de la biomasa con el

diametro:
B=aD"+¢

con
Var(e) oc D

Vimos en la Linea roja 11 que la desviacién estdndar condicional de la biomasa, conociendo

el didmetro, era proporcional al cuadrado del didmetro: ¢ = 2. Se puede entonces ajustar

una regresion no lineal mediante los minimos cuadrados ponderados usando una ponderacién

inversamente proporcional a D*:

start <- coef(1Im(log(Btot)~I(log(dbh)) ,data=dat[dat$Btot>0,]))
start[1] <- exp(start[1])
names (start) <- c("a","b")
m <- nls(Btot~a*dbh"b,data=dat,start=start,weights=1/dat$dbh"4)

summary (m)

El ajuste de la regresion no lineal se realiza con el comando nls, que pide los valores ini-
ciales de los coeficientes. Dichos valores estdn contenidos en el objeto start y se calculan
volviendo a transformar los coeficientes de regresién lineal en los datos transformados loga-
ritmicamente. El resultado de ajustar la regresiéon no lineal mediante los minimos cuadrados
ponderados es:
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Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
a 2.492e-04 7.893e-05 3.157 0.00303  *x
b 2.346e+00 7.373e-02 31.824 <2e-16  *xx*

con una desviacion estdndar residual k& = 0,0003598 toneladas cm™2. El modelo se escribe
pues: B = 2,492 x 1074 D?346_ Volvamos a la regresion lineal ajustada a los datos transforma-
dos logaritmicamente (Linea roja 7), que se escribia: In(B) = —8,42722 + 2,36104 In(D). Si
volvemos ingenuamente a los datos de partida aplicando la funcién exponencial (en §7.2.4
veremos por qué esto resulta ingenuo), el modelo se convierte en: B = exp(—8,42722) x
D?36104 — 9 188 x 10~4D?36104  E] modelo ajustado por regresién no lineal y el modelo
ajustado por regresién lineal en los datos transformados logaritmicamente resultan pues
muy préximos.

—

Regresién no lineal ponderada entre B y D?H

Ya ajustamos un modelo de potencia B = a(D?H)® por regresién lineal simple en los
datos transformados logaritmicamente (Linea roja 8). Ajustemos ahora ese modelo directa-
mente a través de la regresion no lineal:

B =a(D*H)" +¢

con
Var(e) o< D%

Para tener en cuenta la heterocedasticidad y considerando que la desviacién estandar condi-
cional de la biomasa conociendo el didmetro es proporcional a D? (Linea roja 11), podemos
ajustar ese modelo no lineal mediante el método de los minimos cuadrados ponderados,
utilizando una ponderacién inversamente proporcional a D*:

start <- coef(Im(log(Btot)~I(log(dbh~2*haut)) ,data=dat[dat$Btot>0,]))
start[1] <- exp(start[1])

names (start) <- c("a","b")

m <- nls(Btot~a*(dbh”2*haut) "b,data=dat,start=start,weights=1/dat$dbh~4)
summary (m)

Al igual que antes (Linea roja 17), el comando nls pide los valores iniciales de los coefi-
cientes y éstos se obtienen a partir de los coeficientes de la regresién multiple en los datos
transformados logaritmicamente. El resultado del ajuste es:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
a 7.88b5e-05 2.862e-05 2.755 0.0088  **
b 9.154e-01 2.957e-02 30.953 <2e-16  *k*x*

con una desviacién estandar residual & = 0,0003325 toneladas cm™2. El modelo se escri-
be entonces: B = 7,885 x 1075(D2H)%9154, Volvamos a la regresién lineal ajustada en los
datos transformados logaritmicamente (Linea roja 8), que se escribia: In(B) = —8,99427 +
0,87238In(D2H). Si volvemos ingenuamente a los datos de partida aplicando la funcién ex-
ponencial, este modelo se convierte en: B = exp(—8,99427) x DY87238 — 1 241 x10~4D0:87238,
El modelo ajustado por regresién no lineal y el modelo ajustado por regresion lineal en los
datos transformados logaritmicamente son entonces relativamente préximos.

—
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Regresién no lineal ponderada entre B, D y H

Ya ajustamos un modelo de potencia B = aD" H® por regresiéon miultiple en los datos
transformados logaritmicamente (Linea roja 10). Ajustemos ahora ese modelo directamente
por regresiéon no lineal:

B=aD"H" +¢

con
Var(e) oc D*

Para tener en cuenta la heterocedasticidad y considerando que la desviacién estandar condi-
cional de la biomasa conociendo el didmetro es proporcional a D? (Linea roja 11), se puede
ajustar ese modelo no lineal mediante el método de los minimos cuadrados ponderados,
usando una ponderacién inversamente proporcional a D?:

start <- coef (Im(log(Btot)~I(log(dbh))+I(log(haut)),data=dat[dat$Btot>0,]1))
start[1] <- exp(start[1])

names (start) <- c("a","bi","b2")

m <- nls(Btot~a*dbh bl*haut~b2,data=dat,start=start,weights=1/dat$dbh~4)
summary (m)

Al igual que antes (Linea roja 17), el comando nls pide los valores iniciales de los coefi-
cientes y éstos se obtienen a partir de los coeficientes de la regresién multiple de los datos
transformados logaritmicamente. El resultado del ajuste es:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
a 1.003e-04 5.496e-05 1.824 0.0758

bl 1.923e+00 1.956e-01 9.833 4.12e-12  **x
b2 7.435e-01 3.298e-01 2.254 0.0299 =

con una desviacién estandar residual k£ = 0,0003356 toneladas cm—2. El modelo se escribe
entonces: B = 1,003 x 10~4D1923 {0735 E] modelo es similar al que habfa sido ajustado
por regresion multiple en los datos transformados logaritmicamente (Linea roja 10). El
coeficiente a se estima, sin embargo, con menor precisién aqui que en el caso de la regresién
multiple en los datos transformados logaritmicamente.

—

6.2.2. Estimacion del exponente

Consideremos ahora el caso en que hay que estimar el exponente ¢ al mismo tiempo que
los otros pardmetros del modelo. Esto incluye la regresién lineal con modelo de varianza
que habifamos evocado en la Seccién 6.1.4. El método de los minimos cuadrados ya no
resulta valido en este caso. Asi pues tenemos que usar otro método de ajuste: el método de
maxima verosimilitud. La verosimilitud de una observacién (X1, ..., Xip, ¥;) es la densidad
de probabilidad de observar (Xji, ..., Xjp, Y;) en el modelo especificado. La densidad de
probabilidad de la distribucién normal de esperanza p y de desviacién estdndar o es:

o) = —— e - ;(‘”;“)2]

Como Y; esta distribuido segin una distribucién normal de esperanza f(Xii, ..., Xip;0) y
de desviaciéon estandar kX, la verosimilitud de la i-ésima observacién es:

1 exp [_ 1(Yi—f(X1, Xp;e))z]
kXG /2 2 kX
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Como las observaciones son independientes, su verosimilitud conjunta es el producto de
las verosimilitudes de cada una de las observaciones. La verosimilitud de la muestra de n
observaciones es por tanto:

o 1 m—f(Xl,...,X;H)ﬂ
W0,k ce) = T —— _ - P 6.19
(6, , <) l;Ilk «/2n eXp[ 2( kXS (6.19)

- <w127r> (T 1 Xa)e GXP{ii(n_ﬂXé}fﬁ.’XmmY]

=1

Dicha verosimilitud es considerada como una funcién de los parametros 6, k y c.

Los valores de los parametros 0, k y ¢ seran mucho mejores cuantas mas probabili-
dades haya de obtener las observaciones con el modelo correspondiente a dichos valores
de parametros. En otras palabras, los mejores valores de los parametros 6, k y ¢ son los
que maximizan la verosimilitud de las observaciones. El estimador correspondiente es, por
definicién, el estimador de la maxima verosimilitud y se escribe:

(0, k, ¢) = arg (gn]?)é) 00, k, c) = arg (glg)é) In[4(6, k, c)]
donde la tltima igualdad se deriva del hecho de que una funcién y su logaritmica alcanzan su
maximo para los mismos valores de su argumento. El logaritmo de verosimilitud, que llama-
mos log-verosimilitud y que escribimos como £, es mas facil de calcular que la verosimilitud
y, por eso, para nuestros cdlculos, lo que se trata de maximizar es la log-verosimilitud. En
este caso, la log-verosimilitud se escribe:

L0,k ) = W[, k, c)] (6.20)

n - ] 9
= —nln(k\ﬁ_czln 1) 1Z(Yz f(X]ia‘C--aXpaH))

l\’) \

— _ZKY fX];}('iC; Xp’9)>2+1n(27r)+1n(k2XEC)]

Para obtener los estimadores de la maxima verosimilitud de los parametros, habria que cal-
cular las derivadas parciales de la log-verosimilitud con respecto a esos pardmetros y buscar
los valores en que se anulan (asegurdndose al mismo tiempo de que las segundas derivadas
son realmente negativas). En general, no hay una solucién analitica a este problema. Al
igual que antes, para la suma de los cuadrados de las desviaciones, habra que recurrir a un
algoritmo numeérico para maximizar la log-verosimilitud.

Se puede demostrar que el método de méxima verosimilitud lleva a un estimador de los
coeficientes que es mejor asintéticamente (es decir, cuando el niimero n de observaciones
tiende al infinito). Podemos demostrar también que en el caso del modelo lineal, el estimador
de los minimos cuadrados y el estimador de maxima verosimilitud son iguales.

Regresion no lineal entre B y D con modelo de varianza

Volvamos a la regresién no lineal entre la biomasa y el didmetro (cf. Linea roja 17) pero
considerando ahora que el exponente ¢ del modelo para la varianza es un parametro por
estimar como los otros. El modelo se escribe del mismo modo que antes (Linea roja 17):

B=aD’+¢
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con

Var(e) = (kD°)?
pero se ajusta por el método de maxima verosimilitud:

start <- coef(Im(log(Btot)~I(log(dbh)) ,data=dat[dat$Btot>0,]))

start[1] <- exp(start[1])

names (start) <- c("a","b")

library(nlme)

m <- nlme(Btot~a*dbh"b, data=cbind(dat,g="a"), fixed=a+b~1, start=start, groups=~g,
weights=varPower (form=~dbh))

summary (m)

El ajuste se hace mediante el comando nlme', que, al igual que el comando nls (Linea roja
17) requiere los valores iniciales de los coeficientes (dados por el comando start). Dichos
valores iniciales se calculan como en la Linea roja 17. El resultado del ajuste es:

Value Std.Error DF t-value p-value
a 0.0002445 0.00007136 40 3.42568 0.0014
b 2.3510500 0.06947401 40 33.84071 0.0000

con un valor estimado del exponente ¢ = 2,090814. Dicho valor estimado es muy préximo
del valor evaluado por la regresion no lineal ponderada (¢ = 2, cf. Linea roja 11). El modelo
ajustado se escribe entonces: B = 2,445 x 1074 D?3%105 1o que es muy préximo del modelo
ajustado por regresién no lineal ponderada (Linea roja 17).

—

Gi—

Regresién no lineal entre B y D?H con modelo de varianza

Retomemos la regresién no lineal entre la biomasa y D2H (cf. Linea roja 18) pero
considerando ahora que el exponente ¢ del modelo para la varianza es un parametro por
estimar como los otros. El modelo se escribe del mismo modo que el anterior (Linea roja
18):

B =a(D*H)" +¢

con

Var(e) = (kD°)?
pero se ajusta por el método de maxima verosimilitud:

start <- coef(Im(log(Btot)~I(log(dbh~2*haut)) ,data=dat[dat$Btot>0,]))

start[1] <- exp(start[1])

names (start) <- c("a","b")

library(nlme)

m <- nlme(Btot~a*(dbh~2%haut) "b,data=cbind(dat,g="a") ,fixed=a+b~1,start=start,
groups=~g,weights=varPower (form=~dbh))

summary (m)

'El comando nlme sirve en realidad para ajustar los modelos no lineales con efecto mixto. El comando
nlreg ajusta los modelos no lineales con modelo de varianza, pero hemos obtenido resultados anormales con
este comando (versién 3.1-96), lo que explica que hayamos preferido aqui usar nlme, aun cuando no haya
efecto mixto en los modelos considerados aqui.
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El ajuste se realiza mediante el comando nlme, la que, al igual que nls (Linea roja 17)
requiere los valores iniciales de los coeficientes. Dichos valores iniciales start se calculan
como en la Linea roja 17. El resultado del ajuste es:

Value Std.Error DF t-value p-value
a 0.0000819 0.000028528 40 2.87214 0.0065
b 0.9122144 0.028627821 40 31.86461 0.0000

con un valor estimado del exponente ¢ = 2,042586. Dicho valor estimado es muy préximo
al valor evaluado por la regresién no lineal ponderada (¢ = 2, cf. Linea roja 11). El modelo
ajustado se escribe entonces: B = 8,19 x 107°(D2H)%9122144 15 que es muy préximo del
modelo ajustado por regresién no lineal ponderada (Linea roja 18).

— A

B

Regresién no lineal entre B, D y H con modelo de varianza

Retomemos la regresién no lineal entre la biomasa, el didmetro y la altura (cf. Linea
roja 19):
B=aD"H" +¢

con

Var(e) = (kD¢)?

pero considerando ahora que el exponente ¢ del modelo para la varianza es un parametro
por estimar como los demés. El ajuste por la maxima verosimilitud:

library(nlme)

start <- coef(Im(log(Btot)~I(log(dbh))+I(log(haut)),data=dat[dat$Btot>0,]1))
start[1] <- exp(start[1])

names (start) <- c("a","bi","b2")

m <- nlme(Btot~a*dbh“bl*haut"b2,data=cbind(dat,g="a"),fixed=a+bl+b2~1,
start=start,groups=~g,weights=varPower (form=~dbh) )

summary (m)

requiere, al igual que antes, que se den los valores iniciales de los coeficientes (por medio del
comando start). El ajuste da:

Value Std.Error DF t-value p-value
a 0.0001109 0.0000566 39 1.959869 0.0572
bl 1.9434876 0.1947994 39 9.976866 0.0000
b2 0.6926256 0.3211766 39 2.156526 0.0373

con un valor estimado del exponente ¢ = 2,055553. Este valor estimado es muy préximo al
valor evaluado para la regresién no lineal ponderada (¢ = 2, cf. Linea roja 11). El modelo
ajustado se escribe entonces: B = 1,109 x 10~4D1,9434876 [70,6926256 15 qye es muy préximo
del modelo ajustado por regresién no lineal ponderada (Linea roja 19).

—

H—

Regresién no lineal entre B y un polinomio de In(D)
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Antes (Linea roja 9), por regresién multiple un modelo entre In(B) y un polinomio de
In(D). Si volvemos a las variables de partida, el modelo se escribe:

B = exp{ag + a1 In(D) + az[In(D)]? + ... + a,[In(D)]P} + ¢

con

Var(e) = (kD°)?

Ahora vamos a ajustar este modelo no lineal directamente por la maxima verosimilitud
(de forma tal que el exponente ¢ se estime al mismo tiempo que los otros parametros del
modelo). Para un polinomio de grado 3, el ajuste se obtiene mediante:

library(nlme)

start <- coef(Im(log(Btot)~I(log(dbh))+I(log(dbh) "2)+I(log(dbh)"~3),data=dat[
dat$Btot>0,1))

start[1] <- exp(start[1])

names (start) <- paste("a",0:3,sep="")

m <- nlme(Btot~exp(alO+al*log(dbh)+a2*log(dbh) “2+a3*log(dbh) "3),data=cbind(dat,
g="a"),fixed=a0+al+a2+a3~1,start=start,groups=~g,weights=varPower (form=~dbh))
summary (m)

y el resultado del ajuste es:

Value Std.Error DF t-value p-value
a0 -8.983801 2.2927006 38 -3.918436 0.0004
al 2.939020 2.1073819 38 1.394631 0.1712
a2 -0.158585 0.6172529 38 -0.256921 0.7986
a3  0.013461 0.0581339 38  0.231547 0.8181

Con un valor estimado del exponente ¢ = 2,099938. Encontramos un resultado muy parecido
al que habia sido obtenido por regresién multiple en los datos transformados logaritmica-
mente (Linea roja 9).

—

6.2.3. Optimizacion numérica

Hay que recurrir a un algoritmo de optimizacién numérica para minimizar la suma de
los cuadrados de las desviaciones (cuando se conoce el exponente ¢) o para maximizar la
log-verosimilitud (cuando debe estimarse el exponente ¢). Maximizar la log-verosimilitud
equivale a minimizar lo opuesto de la log-verosimilitud, con lo cual, a continuacién sélo se
considerard el problema de la minimizacién de una funcién en un espacio multidimensional.
Existen muchisimos algoritmos de optimizaciéon (Press et al., 2007, Capitulo 10) y aqui el
objetivo no es enumerarlos. Lo que importa saber a estas alturas es que dichos algoritmos
son iterativos y exigen un valor de partida de los pardametros. A partir de este valor inicial
y en cada iteracién, el algoritmo se desplaza en el espacio de los parametros buscando
minimizar la funcién objetivo (a saber, la suma de los cuadrados de las desviaciones o menos
la log-verosimilitud). Se puede representar la funcién objetivo como una hipersuperficie en
el espacio de los parametros (Figura 6.17). Cada posicién en ese espacio corresponde a un
valor de los parametros. Una protuberancia en esa superficie corresponde a un méaximo
local de la funcién objetivo, mientras que una concavidad de la superficie corresponde a
un minimo local. El objetivo es encontrar el minimo global, es decir, la concavidad mas
profunda. La posiciéon de esta concavidad corresponde al valor estimado de los parametros.
Si el algoritmo indica la posiciéon de una concavidad que no es la més profunda, la estimacién
de los parametros es falsa.
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B

Figura 6.17 — Representacion de la funcién objetivo (p.ej., la cantidad por minimizar) como
una superficie en el espacio de los parametros. Cada posicion en ese espacio corresponde a
un valor de los parametros. Los valores sucesivos 61, 0o, ..., de los parametros se obtienen
a partir de un valor inicial 0y al descender por la superficie segiin la mayor pendiente. (A)
La superficie tiene una tnica cuenca. (B) La superficie tiene varias cuencas.
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Algoritmo de descenso

El algoritmo de optimizacién méas simple consiste en calcular las posiciones sucesivas, es
decir, los valores sucesivos de los parametros descendiendo la superficie definida mediante la
funcién objetivo segin su linea de mayor pendiente (Figura 6.17A). Este algoritmo conduce
a una concavidad de la superficie pero nada nos indica que esa concavidad sea la mas
profunda. En efecto, la superficie puede tener varias cuencas con varias concavidades. Segin
la posicién de partida, el algoritmo convergera en una concavidad o en otra (Figura 6.17B).
Maés atn, dos posiciones iniciales muy proximas, cada una de un lado distinto de la linea
de cresta que separa las dos cuencas, llevaran a dos concavidades diferentes, es decir, a
estimaciones distintas de los parametros. El tinico caso en que este algoritmo da la buena
estimacién de los parametros independientemente del valor inicial de los mismos es cuando
la superficie tiene una concavidad tnica, es decir, cuando la funcién objetivo es convexa.
Este es el caso especialmente para el modelo lineal pero no suele ser cierto para el modelo
no lineal.

Mejora de los algoritmos en caso de minimos locales

Se dispone de algoritmos més sutiles que el de descenso segin la mayor pendiente.
Por ejemplo, se puede dar la posibilidad de volver a salir de una concavidad en la cual
haya convergido temporalmente el algoritmo para explorar si no hay una concavidad mas
profunda en los alrededores. No obstante, ningiin algoritmo, ni siquiera el mas sutil, ofrece
la certeza de que haya convergido realmente en la concavidad més profunda. Asi pues,
cualquier algoritmo de optimizacién numérica (¢) puede ser atrapado por un minimo local
en vez de convergir en el minimo global, y (i) es sensible a la posicién de partida indicada,
que determina parcialmente la posicion final en la que convergira el algoritmo.

Si volvemos al problema que nos interesa, esto significa (7) que el ajuste de un modelo
no lineal podra dar estimaciones erréneas de los pardmetros y (i) que la eleccién de los
valores iniciales de los parametros para el algoritmo de optimizacién es un asunto delicado.
Aqui reside el principal inconveniente del ajuste de un modelo no lineal. Para limitar este
inconveniente, habra que escoger cuidadosamente el valor inicial de los pardmetros y, sobre
todo, someter a prueba varios de ellos.

Eleccion del valor inicial de los parametros

Cuando el modelo f para la media puede transformarse en una relacién lineal entre la
variable de respuesta Y y las variables explicativas X1, ..., X}, puede obtenerse un valor
de partida de los coeficientes ajustando una regresion lineal a las variables transformadas
sin tener en cuenta la heterocedasticidad eventual de los residuos. Tomemos el ejemplo de
un modelo de biomasa de tipo potencia:

B =aD" Hbp% 4 ¢ (6.21)

con
e ~ N(0, kD)
Lid.
El modelo de potencia para la esperanza de B puede ser linealizado al transformar las
variables logaritmicamente: In(B) = a' + by In(D) + by In(H) + b3 In(p). Sin embargo, esta
transformacién no es compatible con la aditividad de los errores en el modelo (6.21). En

otras palabras, la regresion miultiple de la variable de respuesta In(B) con respecto a las
variables explicativas In(D), In(H) y In(p):

In(B) = a’ + by In(D) + by In(H) + b3 In(p) + €’ (6.22)
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con & ~ N(0, ), no es un modelo equivalente a (6.21), aunque los residuos &’ de este
modelo tengan una varianza constante. Incluso si los modelos (6.21) y (6.22) no son mate-
maticamente equivalentes, los coeficientes de (6.22) estimados por regresién multiple pueden
servir de valores iniciales para el algoritmo numérico que estima los coeficientes de (6.21).
Si anotamos como z(©) el valor inicial del pardmetro z para el algoritmo de optimizacién
numérica, tendremos entonces:

O =exp(@), b =b, k=5 =0

al

A veces el modelo para la media no es linealizable. Por ejemplo, el siguiente modelo
parametrado que se usa para los drboles en plantacién (Saint-André et al., 2005):

B =a+ [by+ b T + byexp(—b3T)|D*H + ¢

donde T es la edad de la plantaciéon y e ~ N (0, kD¢), tiene un modelo para la media que
no es linealizable. En este caso, los valores iniciales de los pardmetros tendran que elegirse
de forma empirica. En este ejemplo preciso, se podria tomar:

a® =a, b +0 =by, BV =b, b =0 KO=5, =0

[o)

donde a, 50, by y & son los valores estimados de los coeficientes y la desviacion estédndar
residual de la regresién multiple de B con respecto a D?H y D?HT.

La eleccién de los valores iniciales de los parametros no nos exime de probar varios
valores iniciales. Cuando ajustamos un modelo no lineal con un algoritmo de optimizacién
numérica, es fundamental probar varios valores iniciales de los pardmetros para garantizar
la estabilidad de las estimaciones.

6.3. Selecciéon de variables y modelos

Cuando queremos construir un modelo de volumen o de biomasa, la exploracién grafica
de los datos (Capitulo 5) suele dar varias formas posibles del modelo. Se pueden ajustar todos
los modelos potencialmente interesantes. Pero, al final, entre todos los modelos ajustados,
jcudl elegir y recomendar al usuario? La selecciéon de variables y la seleccion de modelos
tiene por objeto determinar cudl es la “mejor” expresién posible del modelo entre todas
aquellas que fueron ajustadas.

6.3.1. Selecciéon de variables

Tomemos el ejemplo de un modelo de biomasa que queremos construir a partir de un
conjunto de datos que incluyen el didmetro de los arboles, su altura y la densidad especifica
de la madera. Si trabajamos sobre los datos transformados logaritmicamente y segun las
variables incluidas en el modelo, se podran ajustar los modelos siguientes:

In(B) = ap+a;ln(D)+
In(B) = ag—i—aglnH)
In(B) = ag+asln(p)+

=)
W
I

)+
)+

— —
= =

A~ A~~~/
I I

(D

(

(

ap + a1 In(D) + az ln(H)
ap + a1 In(D) + azIn(p
ap +azIn(H) + azIn(p
In(B) = ag+a;ln(D)+axln(H) +a31n( )+e
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Llamamos modelo completo al modelo que incluye todas las variables explicativas dispo-
nibles (el ultimo de la lista anterior). Todos los otros modelos pueden considerarse como
subconjuntos del modelo completo en los cuales ciertas variables explicativas fueron utili-
zadas y otras dejadas de lado. La seleccion de variables pretende elegir, entre las variables
explicativas de un modelo completo, las que hay que retener y aquellas que hay que des-
cartar porque aportan poco a la prediccion de la variable de respuesta. En otras palabras,
en este ejemplo, la seleccion de variables consistiria en elegir el mejor modelo entre los siete
previstos para In(B).

Dadas p variables explicativas X1, Xo, ..., X, hay 2 — 1 modelos que incluyen todo o
parte de dichas variables. La seleccién de variables consiste en elegir la “mejor” combinacién
de variables explicativas entre todas las disponibles. Esto significa, ante todo, que existe un
criterio que permite evaluar la calidad de un modelo. Ya vimos (pag. 120) que R? es un
mal criterio para evaluar la calidad de un modelo con respecto a otro, ya que aumenta
automaticamente con el niimero de variables explicativas, independientemente de qué tanto
aporten realmente informaciéon para la prediccién de la variable de respuesta. Un criterio
mejor para seleccionar las variables explicativas es el estimador de la varianza residual que
estd asociado a R? a través de la relacion:

2=—"  _(1-R»S2
n—p—1
donde S% es la varianza empirica de la variable de respuesta.

La busqueda de la mejor combinacion de variables explicativas puede hacerse de varias
maneras. Si p no es demasiado elevado, se puede pasar revista a los 2P — 1 modelos posibles
en forma exhaustiva. Si p es demasiado elevado, puede usarse un método paso a paso de
selecciéon de variables. Los métodos paso a paso proceden por eliminacion sucesiva o agregado
sucesivo de variables explicativas. El método descendente consiste en eliminar la variable
menos significativa entre las p. Se vuelve a calcular entonces la regresion y se recomienza
hasta que se satisfaga un criterio de detencién (por ejemplo, todos los coeficientes del modelo
son significativamente diferentes de cero). El método ascendente actia en sentido inverso:
se parte de la mejor regresién con una variable y se agregan, una por una, las variables que
hacen avanzar méas el R?, hasta que se satisfaga el criterio de detencion.

El método llamado stepwise es un perfeccionamiento que consiste en efectuar ademas en
cada paso pruebas de significatividad de tipo Fisher para evitar introducir una variable no
significativa y eliminar eventualmente variables ya introducidas que no serian mas informa-
tivas, teniendo en cuenta la tltima variable seleccionada. El algoritmo se detiene cuando ya
no se pueden agregar ni quitar variables. Los distintos métodos de seleccion paso a paso no
dan siempre el mismo resultado, por lo que parece mejor el método “stepwise”. Sin embargo,
no nos protegen de una eliminacién repentina de variables realmente significativas, lo que
podria sesgar los resultados. Cabe ademas recordar que si sabemos (por motivos biolégicos)
que una variable debe figurar en un modelo (la densidad especifica de la madera, por ejem-
plo), no debe rechazarse porque una prueba estadistica la declare no significativa (debido al
riesgo de cometer un error tipo II).

Seleccion de variables

Hagamos una seleccién de variables In(D), [In(D)]?, [In(D)]?, In(H) para predecir el
logaritmo de la biomasa. El modelo completo se escribe entonces:

In(B) = ag + a1 In(D) + as[In(D)]? + as[ln(D)]® + as In(H) +
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con
Var(e) = o2

La seleccion de variable en R se realiza con el comando step aplicado al modelo completo
ajustado

m <- 1m(log(Btot)~I(log(dbh))+I(log(dbh) "2)+I(log(dbh) "3)+I(log(haut)) ,data=dat[
dat$Btot>0,])
summary (step(m))

lo que da:
Estimate Std. Error +t value Pr(Cltl)
(Intercept) -6.50202 0.35999 -18.062 <2e-16  **x
I(log(dbh)~2) 0.23756 0.01972 12.044 1.53e-14  *x*x%
I(log(haut)) 1.01874 0.17950 5.675 1.59e-06  **x*

Las variables seleccionadas son pues [In(D)])? y In(H). El modelo retenido finalmente se
escribe: In(B) = —6,50202 + 0,23756[In(D)]? 4 1,01874In(H), con una desviacién estandar
residual de 0,3994 y R? = 0,974.

—

6.3.2. Selecciéon de modelos

Dados dos modelos concurrentes que predicen la misma variable de respuesta excepto
por una transformacién de variable, ;cudl escoger? Para responder a esta pregunta hay que
considerar varias posibilidades.

Modelos anidados

El caso mas sencillo es cuando ambos modelos por comparar son anidados. Un modelo
esta anidado en otro si ambos predicen la misma variable de respuesta y si se puede pasar del
segundo al primero suprimiendo una o varias variables explicativas. Por ejemplo, el modelo
de biomasa B = ag + a1D + ¢ est4 anidado en B = ag + a1D + a2 D?>H + ¢ porque pasa
del segundo al primero al suprimir D?H de las variables explicativas. Del mismo modo, el
modelo B = ag + a1 D?H + ¢ esta anidado en B = ag + a1.D + aaD>H + ¢ porque pasa del
segundo al primero al suprimir D de las variables explicativas. Por el contrario, el modelo
B =ayp+ a1 D + € no esta anidado en B = ag + asD*H + €.

Consideremos p como el niimero de variables explicativas del modelo completo y p’ < p
el nimero de variables explicativas del modelo anidado. Sin pérdida de generalidad, se puede
escribir el modelo completo de la siguiente forma:

Y = f(Xq, ..., Xy, Xpigty -0,y Xp; 0o, 01) +¢ (6.23)

donde (fg, 01) es el vector de los coeficientes asociados al modelo completo y 6y es el vector
de los coeficientes asociados al modelo anidado, que se obtiene planteando #; = 0. En
particular en el caso del modelo lineal, el modelo completo se obtiene como la suma del
modelo anidado y de los términos adicionales:

Y=a+a X1 +...+ayXy +ay 1 Xpp1 + ... +apX,+e (6.24)

modelo anidado

modelo completo

con g = (ao, ..., apy) y b1 = (apy1, -, ap).
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En el caso de los modelos anidados, se puede someter a prueba un modelo comparandolo
con el otro mediante un test estadistico. La hipodtesis nula de este test es 1 = 0, es decir:
los términos adicionales no son significativos, lo que también puede formularse como: el
modelo anidado es mejor que el modelo completo. Si el p-value de este test resulta inferior
al umbral de significancia (tipicamente 5 %), entonces se rechaza la hip6tesis nula, es decir
que el modelo completo es mejor. Por el contrario, si el p-value es superior al umbral de
significancia, el modelo anidado se considera mejor.

En el caso del modelo lineal (6.24), el estadistico de la prueba es una razén de los
cuadrados medios que, bajo la hipdtesis nula, sigue la distribucién de Fisher. Por lo demas,
se trata del mismo tipo de pruebas que la usada para comprobar el caricter significativo
global de una regresién multiple o la que se usé en el método “stepwise” de seleccién de
variables. En el caso general del modelo no lineal (6.23), la estadistica de la prueba es una
razén de verosimilitud en la que —2log(relacién de verosimilitud) sigue, bajo la hipétesis
nula, una distribucién de x2.

H—

Prueba de modelos anidados: In(D)

En la Linea roja 24, la variable [In(D)]? fue seleccionada con In(H) como variables
explicativas de In(B), pero no de In(D). El modelo In(B) = ag + a1 In(D) + az[In(D)]? +
asIn(H) , que incluye el término adicional In(D), puede compararse al modelo In(B) = ag+
as[In(D)]?+ a4 In(H), usando la prueba de modelos anidados. El comando de R que permite
probar un modelo anidado es anova, con, como primer argumento, el modelo anidado vy,
como segundo argumento, el modelo completo:

comp <- 1m(log(Btot)~I(log(dbh))+I(log(dbh) 2)+I(log(haut)),data=dat[dat$Btot>0,])
nest <- 1lm(log(Btot)~I(log(dbh) 2)+I(log(haut)),data=dat[dat$Btot>0,])
anova(nest, comp)

El resultado de la prueba es el siguiente:

Res.Df RSS Df Sum of Sq F  Pr(>F)
1 38 6.0605
2 37 5.8964 1 0.16407 1.0295 0.3169

El p-value vale 0,3169 y es pues superior a 5 %. El modelo anidado (sin In(D)) se selecciona
entonces en detrimento del modelo completo.

—

G—

Prueba de modelos anidados: In(H)

En la Linea roja 7, se obtuvo el modelo In(B) = —8,42722 + 2,36104 In(D) mientras que
en la Linea roja 10, se obtuvo el modelo In(B) = —8,9050 + 1,86541n(D) 40,7083 In(H) Al
estar el primero anidado en el segundo, se puede probar cudl es el mejor. El comando:

comp <- 1m(log(Btot)~I(log(dbh))+I(log(haut)),data=dat[dat$Btot>0,])
nest <- lm(log(Btot)~I(log(dbh)),6data=dat[dat$Btot>0,])
anova(nest, comp)

da:
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Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 39 8.3236
2 38 6.4014 1 1.9222 11.410 0.001698  *x*

Al ser el p-value inferior a 5 %, el modelo completo (que incluye In(H) como variable
explicativa) se selecciona en detrimento del modelo anidado.

—

Modelos con la misma variable de respuesta

Si queremos comparar dos modelos que tienen la misma variable de respuesta pero que
no estan anidados, ya no se puede usar el test estadistico. Por ejemplo, no se puede utilizar
la prueba presentada anteriormente para comparar B = ag+a1D+¢cy B = ag+asD*H +¢.
En este caso, se usard un criterio de informacién (Bozdogan, 1987; Burnham & Anderson,
2002, 2004). Existen varios, adaptados a distintos contextos. Los més usados son el criterio
de informacién bayesiano (“Bayesian information criterion” o BIC) y sobre todo el criterio
de informacién de Akaike (1974) (“Akaike information criterion” o AIC). El AIC se expresa
como:

AIC = —2In/(f) + 2¢

A

donde £(0) es la verosimilitud del modelo, es decir, la verosimilitud de la muestra para
los valores estimados de los pardmetros del modelo (cf. ecuacién 6.19), y ¢ es el nimero de
parametros libres estimados. En particular, en el caso de una regresion miltiple con respecto
a p variables explicativas, ¢ = p + 1 (o sea, los p coeficientes asociados a las p variables
explicativas mas la interseccion). El coeficiente —2 ante la log-verosimilitud en la expresién
del AIC es idéntico al usado para el estadistico de prueba de la razoén de verosimilitud en el
caso de los modelos anidados. Dados dos modelos con el mismo niimero de parametros, el
mejor modelo serd el que tenga la mayor verosimilitud, es decir, el que tenga el AIC menor.
A igualdad de verosimilitud, el mejor modelo sera el que tenga menos pardmetros (segin el
principio de parsimonia o navaja de Occam), o sea, una vez mas el que tiene el AIC menor.
Al final de cuentas, el modelo mejor serd el que tenga el menor valor de AIC.

El BIC es una expresién parecida al AIC pero con un término de penalizaciéon de para-
metros mayor:

A

BIC = —2In4(0) + ¢qln(n)

donde n es el nimero de observaciones. Una vez més, aqui también el mejor modelo sera
aquel con el menor valor del BIC. En el caso del ajuste de modelos de volumen o de biomasa,
se usard méas bien el AIC que el BIC como criterio de seleccién de modelos.

G

Seleccién de modelos con B como variable de respuesta

Los siguientes modelos con B como variable de respuesta fueron ajustados:
» Linea roja 12 0 16: B = —3,840 x 1073D + 1,124 x 1073 D?

= Linea roja 14: B = —3,319456 x 103D + 1,067068 x 10~3D?

= Linea roja 17: B = 2,492 x 104 D?346

= Linea roja 20: B = 2,445 x 10~4D?:35105

= Linea roja 11 o 15: B = 2,747 x 107°D?H
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= Linea roja 13: B = 2,740688 x 10~°D?H

» Linea roja 18: B = 7,885 x 1075(D?H)?9154

» Linea roja 21: B = 8,19 x 1075( D2 {)0:9122144

= Linea roja 19: B = 1,003 x 1074 D923 70,7435

» Linea roja 22: B = 1,109 x 10~4 D1,9434876 0,6926256

Los modelos de las lineas rojas 12, 14, 11 y 13 se ajustan mediante regresion lineal mientras
que los otros se ajustan por regresion no lineal. Hay cinco formas diferentes de modelos y,
para cada uno, dos modos de ajustes segiin una regresién ponderada por el método de los
minimos cuadrados ponderados (Lineas rojas 12, 17, 11, 18 y 19) o segtin una regresién con
un modelo de varianza por el método de méaxima verosimilitud (Lineas rojas 14, 20, 13, 21
y 22). La Figura 6.18 compara las predicciones de estos diferentes modelos. Consideremos a
m como uno de los modelos ajustados que tiene el didmetro como unica entrada. El gréfico
de las predicciones para este modelo se obtiene como sigue:

with(dat,plot(dbh,Btot,xlab="Didmetro (cm)",ylab="Biomasa (t)"))
D <- seq(par("usr") [1],par("usr") [2],length=200)
lines(D,predict(m,newdata=data.frame(dbh=D)),col="red")

Para un modelo m que tenga el didmetro y la altura como entradas, las predicciones se
obtienen como sigue:

D <- seq(0,180,length=20)
H <- seq(0,61,length=20)
B <- matrix(predict(m,newdata=expand.grid(dbh=D,haut=H)) ,length(D))

y el grafico de la superficie de respuesta de la biomasa en funcién del didmetro y de la altura
se obtiene mediante:

M <- persp(D,H,B,xlab="Diadmetro (cm)",ylab="Altura (m)",zlab="Biomasa (t)",
ticktype="detailed")
points(trans3d(dat$dbh,dat$haut,dat$Btot,M))

Dado un modelo ajustado m, su AIC se calcula mediante el comando:
AIC(m)

Para los 10 modelos enumerados anteriormente, los valores de los AIC se dan en el Cuadro
6.1. Dicho Cuadro pone de manifiesto un problema que presentan varios software estadisti-
cos, incluido R: cuando se maximiza la log-verosimilitud (6.20), cualquier término constante
(tal como —nlIn(27)/2) no desempenan un papel. La constante que se usa para calcular
la log-verosimilitud y, en consecuencia, el AIC, es pues una cuestién de convencién, y se
utilizan diferentes constantes segiin los célculos. En el Cuadro 6.1, se ve pues que los valo-
res de AIC de los modelos ajustados por el comando nls son claramente muy superiores a
aquellos de los otros modelos: : no se trata de que esos modelos sean peores que los otros
sino, simplemente, que el comando nls utiliza otra constante distinta de los otros para el
célculo de la log-verosimilitud. Hay que tener en cuenta que al usar R s6lo hay que comparar
valores del AIC para los modelos que fueron ajustados por medio del mismo comando.

En este caso, si se comparan los dos modelos que fueron ajustados con el comando 1m,
el mejor (es decir aquel con el AIC menor) es el que tiene D>?H como variable explicativa
(Linea roja 11). Si comparamos los cinco modelos ajustados con el comando nlme, el mejor
también es aquel que tiene D2H como variable explicativa (Linea roja 13). Si comparamos
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los cinco modelos ajustados con el comando nls, el mejor es aquel que tiene D?>H como
variable explicativa (Linea roja 18). Independientemente del método de ajuste, se puede
sacar la conclusién que el modelo de biomasa que usa D?H como variable explicativa es el
mejor.

—
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Figura 6.18 — Predicciones de la biomasa mediante diferentes modelos ajustados a los datos
de 42 arboles medidos en Ghana por Henry et al. (2010). Los datos estan representados por
los puntos: (A) modelos que tienen el didmetro como tinica entrada, que corresponden a
las Iineas rojas 12 (rojo), 14 (verde), 17 (azul) y 20 (violeta). (B) modelos que tienen D?H
como tnica variables explicativa, que corresponden a las lineas rojas 11 (rojo), 13 (verde),

18 (azul) y 21 (violeta). (C) modelo que corresponde a la Linea roja 19. (D) modelo que
corresponde a la Linea roja 22.
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Cuadro 6.1 — Valor del AIC para 10 modelos de biomasa ajustados a los datos de 42 ar-
boles medidos en Ghana por Henry et al. (2010). Estos 10 modelos predicen la biomasa
directamente.

Linea Entrada Método* Comando AIC
roja ajuste R
12 D MCP 1m 76,71133
14 D MV nlme 83,09157
17 D MCP nls 24 809,75727
20 D MV nlme 75,00927
11 D?H MCP 1m 65,15002
13 D?H MV nlme 69,09644
18 D?H MCP nls 24797,53706
21 D?H MV nlme 69,24482
19 D,H  MCP nls 24802,91248
22 D, H MV nlme 76,80204

*MCP = minimos cuadrados ponderados, MV = méxima verosimilitud

Seleccién de modelos con In(B) como variable de respuesta

Los modelos siguientes con In(B) como variable de respuesta fueron ajustados:
» Linea roja 7 ou 9: In(B) = —8,42722 + 2,36104 In(D)

» Linea roja 8: In(B) = —8,99427 + 0,87238 In(D?H)

» Linea roja 10: In(B) = —8,9050 + 1,8654 In(D) + 0,7083 In(H)

» Linea roja 24: In(B) = —6,50202 + 0,23756[In(D)]? + 1,01874 In(H)

Todos estos modelos fueron ajustados usando regresiéon lineal por el método de minimos
cuadrados ordinarios. El trazado de las predicciones en escala logaritmica para un modelo
m que depende solamente del didmetro se obtiene mediante el comando siguiente:

with(dat,plot(dbh,Btot,xlab="Diametro (cm)",ylab="Biomasa (t)",log="xy"))
D <- 10"par("usr") [1:2]
lines(D,exp(predict(ml,newdata=data.frame(dbh=D))))

Para un modelo dependiente al mismo tiempo del didmetro y de la altura, el comando para
un grafico en escala logaritmica sera:

D <- exp(seq(log(1),log(180),length=20))

H <- exp(seq(log(1),log(61),length=20))

B <- matrix(predict(m,newdata=expand.grid(dbh=D,haut=H)),length(D))

M <- persp(log(D),log(H),B,xlab="log(Didmetro) (cm)",ylab="log(Altura) (m)",zlab=
"log(Biomasa) (t)",ticktype="detailed")
points(trans3d(log(dat$dbh),log(dat$haut),log(dat$Btot) ,M))

La Figura 6.19 muestra la prediccién de In(B) segin los cuatro modelos. Dado un modelo
ajustado m, su AIC se calcula mediante el comando:
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AIC(m)

El Cuadro 6.2 da el AIC para los cuatro modelos. Al haber sido ajustados con la misma
instruccién 1m, los valores del AIC son directamente comparables. El mejor modelo, es decir
aquel con el AIC menor, resulta ser el cuarto (modelo dela Linea roja 24). Tomaremos nota
también de que la clasificacion de los modelos segiin el AIC es completamente coherente con
las pruebas de modelos anidados realizadas anteriormente lineas rojas 25 y 26).

—
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Figura 6.19 — Predicciones de la biomasa mediante diferentes modelos ajustados a los datos
de 42 drboles medidos en Ghana por Henry et al. (2010). Los datos estan representados por

los puntos. (A) modelo dela Linea roja 7. (B) modelo dela Linea roja 8. (C) modelo dela
Linea roja 10. (D) modelo dela Linea roja 24.
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Cuadro 6.2 — Valor del AIC para cuatro modelos de biomasa ajustadas a los datos de los
42 arboles medidos en Ghana por Henry et al. (2010). Esos cuatro modelos predicen el
logaritmo de la biomasa y estan todos ajustados segiin una regresion lineal por el método
de los minimos cuadrados ordinarios (MCO).

linea Entrada Método Comando AIC
roja ajuste R

7T D MCO 1m 56,97923

8 D?H MCO 1m 46,87780

10 D, H MCO 1m 48,21367

24 D, H MCO 1m 45,96998

Modelos con variables de respuesta diferentes

El caso méas general es cuando se quiere comparar dos modelos que no tienen la misma
variable de respuesta porque una estd transformada a partir de la otra. Por ejemplo, los
modelos B = aD’+¢ e In(B) = a + bln(D) + ¢ predicen ambos la biomasa pero la variable
de respuesta es B en un caso e In(B) en el otro. En esta situacién, no se pueden usar los
criterios de informacién (AIC o BIC) para comparar los modelos. Sin embargo, en este caso
puede usarse el indice de Furnival (1961) para comparar los modelos. Aquél con el valor
menor del indice de Furnival serd considerado como el mejor (Parresol, 1999).

El indice de Furnival estd definido tinicamente para un modelo cuyo error residual e
tenga una varianza que asumimos es constante: Var(e) = 2. En cambio no impone ninguna
restriccién en la forma de la transformacién de la variable que une la variable de respuesta
Y modelada a la variable de interés (volumen o biomasa). Consideremos el caso de un
modelo de biomasa (la transposiciéon a una modelo de volumen es inmediata) y sea 1) esta
transformacion de variable: Y = 4 (B). El indice de Furnival se define mediante:

Fe o= Y w6
IV (Bi) =P ni B we

donde & es la estimaciéon de la desviacién estdndar residual del modelo ajustado y B; es
la biomasa del i-ésimo arbol medido. Cuando no hay transformacion de variables, 1 es la
funcién de identidad y el indice de Furnival F' es entonces igual a la desviaciéon estandar
residual 6. La transformacién de variables més frecuente es la logaritmica: ¥(B) = In(B) y
¢/(B) = 1/B, en cuyo caso el indice de Furnival es:

Fin = 6 Y/T1%, B; = exp (% Xn: In(B;)) &
=1

Para las regresiones lineales cuya varianza residual se asume que es proporcional a una
potencia de una variable explicativa X7, un truco permite definir el indice de Furnival. En
efecto, la regresién lineal

Y =ap+ a1 X1 —|—a2X2—|—...—|—apo—|—€ (625)
con Var(e) = (kX{)? es estrictamente equivalente a la regresién lineal (cf. pag. 137):

Y ' =aoX ¢+ a1 X] C+aaXo X+ .. FapXp X, S+ (6.26)
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con Y = YX;¢ & =eX; ¢y Var(¢) = k?. El indice de Furnival estd4 definido para el
modelo (6.26) por tener una varianza residual. Por extension, se define el indice de Furnival
del modelo (6.25) como el indice de Furnival del modelo (6.26). Si Y = (B), entonces
Y’ = X[ “Y(B), de modo que el indice de Furnival es ahora igual a:

A~

_ k
YT, X 0(Bs)

Asi se demuestra que el indice de Furnival también puede usarse para seleccionar el valor
del exponente ¢ en una regresiéon ponderada (cf. pag.128).

F

e (- i{cm(xﬂ) — n/(B))}) &

6.3.3. ;Qué método de ajuste elegir?

Volvamos a la forma de ajustar un modelo de volumen o de biomasa. Con frecuencia, se
presentan varias soluciones para ajustar un modelo. Consideremos, por ejemplo, el modelo
de biomasa

B =ap" D" H" 1 ¢

con
e ~N(0, kD)

Este modelo podra ajustarse como un modelo no lineal (7) por el método de minimo cuadra-
dos ponderados (c fijado a priori) o (i¢) por el método de maxima verosimilitud (¢ no fijado
a priori). Si aplicamos la transformacién logaritmica a los datos, podremos (%) ajustar la
regresion multiple

In(B) = a’ + b1 In(p) + baIn(D) + b3 In(H) + ¢

con

e ~N(0, o)

De este modo, para el mismo modelo que predice la biomasa como una potencia de las
variables explicativas, tenemos tres métodos de ajuste. Los métodos (i), (i) y (4ii) se basan
en hipétesis diferentes para la estructura de los errores residuales: error aditivo con respecto
a B en los casos (7) y (it), error multiplicativo con respecto a B en el caso (#%). Sin embargo,
ambos tipos de error pueden reflejar la heterocedasticidad de los datos, de modo que los
métodos de ajuste (7), (i¢) y (7%) tienen posibilidades todos ellos de ser validos.

Como otro ejemplo, consideremos el modelo de biomasa:

B = exp{ap + a1 In(D) + az[In(D)]? + a3[In(D)]> + asIn(p)} + ¢

con
e ~N(0, kD)

Aqui también se podréd (7) ajustar un modelo no lineal mediante el método de minimos
cuadrados (especificando ¢ a priori), (#) ajustar un modelo no lineal con el método de
méxima verosimilitud (estimando ¢), o (4i) ajustar una regresiéon muiltiple con los datos
transformados logaritmicamente:

In(B) = ag + a1 In(D) + az[In(D))? + a3[In(D)]® + a4 In(p) + ¢

con

e ~N(0, o)
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Aqui también la estructura de los errores no es la misma en los tres casos pero todos pueden
reflejar la heterocedasticidad de la biomasa.

Con mucha frecuencia los distintos métodos de ajuste daran resultados muy parecidos
en términos de prediccién. Si surgiera una duda sobre el método de ajuste méas adecuado, se
podrian usar los métodos de seleccion de modelos para zanjar la cuestién. En la practica, la
eleccion de un método de ajuste resultarda mas bien de la importancia que se conceda a las
ventajas e inconvenientes respectivos de cada método. La regresién multiple tiene el incon-
veniente de imponer restricciones sobre la forma de los residuos y de tener menos flexibilidad
en la forma del modelo para la media. Como ventaja, ofrece una expresion explicita de los
estimadores de los coeficientes del modelo; no hay riesgo de tener estimaciones erréneas de
los coeficientes. El modelo no lineal presenta la ventaja de no plantear ninguna restriccién
sobre el modelo para la media o para la varianza. Como inconveniente, no hay expresion ex-
plicita de los estimadores de parametros: hay pues un riesgo de tener estimaciones erréneas
de los parametros.

—

Métodos de ajuste del modelo de potencia

Vimos tres formas de ajustar el modelo de potencia B = aD":

1. con una regresiéon lineal simple con los datos transformados logaritmicamente (Linea
roja 7): In(B) = —8,42722+2,361041n(D), sea B = 2,18829 x 10~4D?:36104 4j e aplica
“ingenuamente” la transformacién exponencial inversa;

2. con una regresion no lineal ponderada (Linea roja 17): B = 2,492 X 104 D?346,

3. con una regresién no lineal con modelo sobre la varianza (Linea roja 20): B = 2,445 x
10—4 235105

La Figura 6.20 compara las predicciones de estos tres ajustes del mismo modelo, lo que
muestra que las diferencias son minimas, muy por debajo de la precision de las predicciones,
como lo veremos mas adelante (§7.2).

—

6.4. Factores de estratificacién y agregacion

Hasta ahora hemos considerado que el conjunto de datos usado para ajustar un modelo
de volumen o de biomasa era homogéneo. En realidad, el conjunto de datos puede ser el
resultado de mediciones efectuadas en condiciones diversas o puede resultar de la fusién
de varios juegos de datos distintos. En general se utilizan covariables para describir esta
heterogeneidad del conjunto de datos. Por ejemplo, una covariable podra indicar el tipo
de bosque en el que se hicieron las mediciones (bosque latifoliado, semicaducifolio, siempre
verde, etc.) o el tipo de suelo o el afio de la plantacién (si se trata de una plantacion), etc.
Para los conjuntos de datos pluriespecificos, una covariable muy importante es la especie del
arbol. En un primer momento, todas las covariables que pueden explicar la heterogeneidad
de un conjunto de datos seréan consideradas como variables cualitativas (o factores). Las
categorias de estos factores definen los estratos. Un conjunto de datos bien constituido
habra tenido que dar lugar a muestreos en funcién de los estratos identificados previamente
(cf. §2.2.3). ;Cémo tomar en cuenta estas covariables cualitativas al construir un modelo
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Figura 6.20 — Predicciones de la biomasa para el mismo modelo de potencia ajustada de
tres formas diferentes a los datos de 42 drboles medidos en Ghana por Henry et al. (2010).
Los datos estan representados por los puntos. En rojo, el ajuste mediante la regresion li-
neal con los datos transformados logaritmicamente (Linea roja 7). En verde (practicamente
superpuesto con el azul), el ajuste por la regresiéon no lineal ponderada (Linea roja 17).
En azul, el ajuste por regresién no lineal con modelo de varianza (Linea roja 20). (A) Sin
transformaciones de los datos. (B) En escala logaritmica.

de volumen o de biomasa? ;Es valido analizar el juego de datos en su totalidad o bien hay
que analizar los subconjuntos de datos correspondientes a cada estrato por separado? Estas
son las preguntas que vamos a abordar ahora (§6.4.1).

Ademés, las mediciones de biomasa se hacen por separado para cada parte del arbol (cf.
Capitulo 3). Para cada arbol de la muestra, ademés de la estimacién de su biomasa total,
hay una estimacion de su biomasa foliar, de la biomasa de su tronco, de sus ramas gruesas,
de sus ramillas, etc. ; Como tener en cuenta estos diferentes compartimentos al construir los
modelos de biomasa? También abordaremos esta cuestién luego (§6.4.2).

6.4.1. Estratificacion de los datos

Consideremos en adelante que hay covariables cualitativas que estratifican el conjunto de
datos segtin S estratos. Cada estrato corresponde a un cruce de modalidades de covariables
cualitativas (en un contexto de disenos experimentales hablariamos de tratamiento més que
de estrato) y no consideraremos cada una de las covariables cualitativas por separado. Por
ejemplo, si hay una covariable que indica el tipo de bosque con tres modalidades (suponga-
mos, bosque latifoliado, bosque semicaducifolio y bosque siempre verde) y otra covariable
que indica el tipo de suelo con tres modalidades (digamos, arenoso, arcilloso y limoso), el
cruce de ambas da S = 3 x 3 = 9 estratos (bosque latifoliado en suelo arenoso, bosque
latifoliado en suelo arcilloso, etc.). No intentaremos analizar el efecto del tipo de bosque
por separado ni tampoco el efecto del tipo de suelo por separado. Ademas, si ciertas combi-
naciones de modalidades de covariables no estan representadas en el conjunto de datos, el
nimero de estratos disminuird en consecuencia. Por ejemplo, si no hay bosque perenne en
terrenos limosos, el niimero de estratos serd S = 8 en vez de 9.

Frente a una estratificaciéon del conjunto de datos, una estrategia posible consistiria en
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ajustar un modelo por separado para cada estrato. En el caso de la regresiéon multiple, eso
se escribirfa:
YS = aps + alles + a25X25 +...+ astps + &5

con
es ~ N(0, oy)
iid.
donde (Ys, Xis, ..., Xps) designa una observacién relativa al estrato s, para s =1, ..., S.

Hay entonces S X (p + 1) coeficientes por estimar. Una estrategia alternativa consiste en
analizar el conjunto de datos en su globalidad, ajustando un modelo de tipo:

Y, = aps + a1sX1s + aosXos + ...+ astpS +é (627)

con

e ~ N(0, o)

iid.

La forma de escribir el modelo sélo se diferencia en la estructura del error. Este tipo de
modelo se llama analisis de covarianza. Este parte del supuesto que todos los residuos
tienen la misma varianza, no sélo dentro de cada estrato sino también entre un estrato y
otro. El andlisis de covarianza permite demostrar si hay un efecto del estrato en la variable
de respuesta, inico o en interaccién con cada una de las variables explicativas X1, ..., X,,.
Someter a prueba el efecto principal de la estratificacién equivale a demostrar la hipdtesis
nula ag; = ag2 = ... = aqgs. El estadistico de prueba es una razon entre los cuadrados medios
que, bajo la hipotesis nula, sigue una distribuciéon de Fisher. Someter a prueba el efecto de
la interaccién entre la estratificacién y la j-ésima variable explicativa equivale a demostrar
la hipdtesis nula aj1 = aj2 = ... = ajs. Al igual que antes, la estadistica de prueba es
una razén entre los cuadrados medios que, bajo la hipdtesis nula, sigue una distribucién de
Fisher.

El interés de someter a prueba estos efectos es que, cada vez que uno de ellos resulta
ser no significativo, se pueden remplazar los S coeficientes aj1, ajo, ..., ajs por estimar por
un unico coeficiente comin a;. Imaginemos, por ejemplo, que en el andlisis de covarianza
(6.27), el efecto principal del estrato no sea significativo y que tampoco lo sea la interaccién
entre el estrato y las p’ primeras variables explicativas (con p’ < p). En ese caso, el modelo
por ajustar se escribe:

Ys=ap+ a1 Xis+ ... tapXys+apyi1,sXpt1,s+ ... +apsXps +¢€

con ¢ ~ N (0, o). Este modelo incluye “solo” a p’ +1+ (p—p’)S coeficientes por estimar, en
vez de los (p+1)S coeficientes, si ajustdaramos un modelo por separado para cada estrato. Al
servir el conjunto de observaciones para estimar los coeficientes comunes ao, ..., a,, éstos
se estimaran con maés precisiéon que si hubiéramos ajustado un modelo separado para cada
estrato.

Este principio de analisis de covarianza se aplica directamente también al caso de un
modelo no lineal. Alli también se podra comprobar si los coeficientes son o no significati-
vamente diferentes entre los estratos para, eventualmente, estimar un coeficiente comin a
todos los estratos.

Modelo especifico de biomasa

En la Linea roja 8, ajustamos por regresién lineal simple a los datos transformados
logaritmicamente un modelo de potencia que usa D?H como variable explicativa: In(B) =
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a+bIn(D?H). Ahora podemos integrar la informacién sobre la especie en este modelo para
probar si los coeficientes a y b difieren de una especie a otra. El modelo corresponde a un
andlisis de covarianza:

In(Bs) = as + bsIn(D?Hy,) + ¢

con

Var(e) = o2
donde el indice s designa la especie. El ajuste de este modelo se logra con el comando:
m <- 1lm(log(Btot)~especie*I(log(dbh~2xhaut)),data=dat[dat$Btot>0,])

Para probar si los coeficientes a y b difieren de una especie a otra, se usa el comando

anova (m)
que da:

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
especie 15 117.667 7.844 98.4396 1.647e-13 **x*
I(log(dbh~2%haut)) 1 112.689 112.689 1414.1228 <2.2e-16  **x
especie:I(log(dbh™2%haut)) 7 0.942 0.135 1.6879 0.1785
Residuals 17 1.355 0.080

El primer renglén del Cuadro verifica si hay un efecto especie, es decir, si la interseccion ag
difiere de una especia a otra. La hipotesis nula de esta prueba es que no hay diferencia entre
las especies: a1 = a3 = ... = ag, donde S = 16 es el niumero de especies. Es estadistico de
prueba estd dado en la columna“F value”. El p-value de la prueba es inferior aqui a 5 %, asi
que podemos concluir que la interseccién del modelo es significativamente diferente entre
especies. El segundo renglén del Cuadro comprueba si hay un efecto de la variable D2H,
es decir, si la pendiente media asociada a dicha variable es significativamente diferente de
cero. El tercer renglén del Cuadro verifica si la interaccién pendiente-especie es significativa,
es decir, si la pendiente by difiere de una especie a otra. La hipdtesis nula es que no hay
diferencias entre especies: by = by = ... = bg. El p-value de 0,1785 es pues superior a 5 %:
por ende, no hay diferencia significativa de pendiente entre las especies.
Por lo tanto tenemos que ajustar el modelo siguiente:

In(B,) = as + bIn(D?*H,) + ¢ (6.28)

que considera que la pendiente b es la misma para todas las especies. El comando es:

m <- 1lm(log(Btot)~especie+I(log(dbh~2*haut)),data=dat[dat$Btot>0,])
anova(m)

y da:
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
especie 15 117.667 7.844 81.99 <2.2e-16 *x%*x*
I(log(dbh~2*haut)) 1 112.689 112.689 1177.81 <2.2e-16 **x
Residuals 24 2.296 0.096

Los coeficientes del modelo se obtienen mediante el comando:
summary (m)

lo que da:
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Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)

(Intercept) -9.00359 0.45144 -19.944 <2e-16  **x
especieAubrevillea kerstingii -0.54634 0.43784 -1.248 0.2241
especieCecropia peltata -0.77688 0.36261 -2.142 0.0425 *
especieCeiba pentandra -0.70841 0.38048 -1.862 0.0749
especieCola nitida -0.46428 0.44476 -1.044 0.3069
especieDaniellia thurifera 0.04685 0.46413 0.101 0.9204
especieDialium aubrevilliei -0.15626 0.43757 -0.357 0.7241
especieDrypetes chevalieri 0.04953 0.45395 0.109 0.9140
especieGarcinia epunctata 1.09645 0.47318 2.317 0.0293 *
especieGuarea cedrata -0.45255 0.38460 -1.177 0.2509
especieHeritiera utilis -0.26865 0.32663 -0.822 0.4189
especieNauclea diderrichii -0.55464 0.35759 -1.551 0.1340
especieNesogordonia papaverifera -0.47817 0.44335 -1.079 0.2915
especiePiptadeniastrum africanum -0.17956 0.35718 -0.503 0.6197
especieStrombosia glaucescens 0.06333 0.39597 0.160 0.8743
especieTieghemella heckelii -0.09104 0.33908 -0.268 0.7906
I(log(dbh~2+*haut)) 0.89985 0.02622 34.319 <2e-16  **x

El dltimo renglén de este Cuadro da el valor de la pendiente: b = 0,89985. . Los renglo-
nes anteriores dan las intersecciones para las 16 especies. Por convencién, el software R
actia del modo siguiente para especificar dichos valores: el primer renglén del Cuadro da
la interseccién para la primera especie segin el orden alfabético. Al ser la primera especie
en ese orden Afzelia bella, la interseccién para Afzelia bella es a1 = —9,00359. Los ren-
glones siguientes dan la diferencia as — a1 entre la interseccién para la especie indicada
y la interseccién de Afzelia bella. Por tanto, la interseccién para Aubrevillea kerstingii es:
as = a1 — 0,54634 = —9,00359 — 0,54634 = —9,54993. En definitiva, la expresién especifica
del modelo es:

9,00359 para Afzelia bella

9,54993 para Aubrevillea kerstingii
9,78047 para Cecropia peltata

9,71200 para Ceiba pentandra

9,46786 para Cola nitida

8,95674 para Daniellia thurifera
9,15985 para Dialium aubrevilliei
8,95406 para Drypetes chevalieri
7,90713 para Garcinia epunctata
9,45614 para Guarea cedrata

9,27223 para Heritiera utilis

9,565823 para Nauclea diderrichii
9,48176 para Nesogordonia papaverifera
9,18315 para Piptadeniastrum africanum
8,94026 para Strombosia glaucescens
9,09462 para Tieghemella heckelii

In(B) = 0,89985 In(D*H) —

A didmetro y altura iguales, la especie que tiene la mayor biomasa es Garcinia epunctata
mientras que aquella con la biomasa menor es Cecropia peltata. La desviaciéon estandar
residual del modelo es & = 0,3093 y R? = 0,9901.

—
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Caso de una covariable numérica

Hasta ahora s6lo hemos considerado que las covariables que definen la estratificacién eran
factores cualitativos. En ciertos casos, dichas covariables pueden ser también interpretadas
como variables numéricas. Tomemos como ejemplo un modelo de biomasa para plantaciones
(Saint-André et al., 2005). El ano en que se hizo la plantacion (o, lo que viene a ser lo mismo,
la edad de los drboles) podria usarse como covariable de estratificacién. Ese afio o esa edad
pueden verse indiferentemente como variables cualitativas (cohortes de drboles con la misma
edad) o como variables numéricas. Mas generalmente, toda variable numérica puede ser vista
como una variable cualitativa si se la subdivide en clases. En el caso de la edad, podriamos
pues considerar las plantaciones entre 0 y 5 anos como un estrato, aquellas entre 5 y 10 afios
como otro, las plantaciones entre 10 y 20 afios como un tercer estrato, etc. La ventaja de
subdividir una covariable numérica Z en clases y considerarla como una variable cualitativa
es que eso permite modelar la relacién entre Z y la variable de respuesta Y sin imponer a
priori la forma de esta relacién. En el extremo opuesto, cuando consideramos Z como una
variable numeérica, estamos obligados a plantear a priori cierta forma de relaciéon entre Y
y Z (una relacién lineal, polinomial, exponencial o de potencia, etc.). El inconveniente de
subdividir Z en clases y considerar esta covariable como cualitativa es que la subdivisién
introduce un elemento de arbitrariedad. Ademas el modelo de covarianza que usa las clases
de Z (covariables cualitativas) tendra generalmente més pardmetros por estimar que el
modelo que considera Z como una covariable numérica.

En el modelado se suele jugar con la dualidad de interpretacién de las variables numé-
ricas. Cuando una covariable Z es numérica (como la edad de los arboles), recomendamos
en ese caso proceder en dos etapas (como se explicé en el §5.1.1):

1. considerar Z como una variable cualitativa (después de subdividirla en clases, de ser
necesario) y ajustar un modelo de covarianza, lo que permitird visualizar la forma de
la relacién entre Z y los coeficientes del modelo;

2. modelar esta relacién mediante una expresién adecuada y volver al ajuste de un modelo
lineal o no lineal, considerando Z como una variable numérica.

Para retomar el ejemplo de la edad de los arboles en la plantacion: supongamos que la edad
de Z fue subdividida en S clases de edad. La primera etapa consistiria normalmente en un
andlisis de covarianza (suponiendo que el modelo haya podido ser linealizado):

Yy = aps + a1sX15 + ags Xog + ... + astps +e€

con s=1,..., 5. Siendo Z; la edad mediana de la clase de edad s. Luego graficariamos la
nube de puntos de ags en funcién de Z;, la nube de puntos de a5 en funcién de Z;, ..., la
nube de puntos de a,s en funcién de Z,. Para cada nube de puntos, buscarfamos la forma
de la relacién que se ajusta a esa nube de puntos. Imaginemos que ags varia en forma lineal
en funcién de Z,, que ais varia en forma exponencial en funciéon de Zg, que agg varia en
forma de potencia en funcién de Z,, y que los coeficientes azs a aps no varian en funcién
de Zs (lo que ademéds puede demostrarse formalmente). En este caso particular tendriamos
que ajustar en una segunda etapa el modelo no lineal siguiente:

Y = by +01Z +byexp(—b3Z) X1+ bsZ% Xo +azXz+ ... +a,X, +¢
—_— Y— S~
aos ails azs

donde la edad Z se considera ahora como una variable numérica. Un modelo de este tipo
con una covariable explicativa numérica se llama modelo parametrado (por la edad, en este
caso).
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Las covariables ordinales merecen una observacion particular. Una variable ordinal es
una variable cualitativa que define un orden. El mes del afio es una variable cualitativa que
establece un ordencronoldgico. El tipo de suelo a lo largo de un gradiente de fertilidad de
suelos también es una variable ordinal. Las variables ordinales se tratan generalmente como
si fueran variables cualitativas de pleno derecho pero, en ese caso, se pierde la informacién
de orden que aportan. Una alternativa consiste en numerar las modalidades ordenadas de la
variable ordinal por valores enteros y considerar luego la variable ordinal como una variable
numérica. Por ejemplo, en el caso de los meses del afno, se podria poner enero = 1, febrero
= 2, etc. Este enfoque solo tiene sentido si las desviaciones entre los enteros reflejan bien las
desviaciones entre las modalidades de la variable ordinal. Por ejemplo, si pusimos 1 = enero
2011 hasta 12 = diciembre 2011, pondremos 1 = enero 2012 si la respuesta es estacional
ciclica, mientras que pondremos 13 = enero 2012 si la respuesta presenta una tendencia
continua. En el caso de los tres tipos de suelo a lo largo de un gradiente de fertilidad,
ponderemos 1 = el suelo mas pobre, 2 = el suelo de fertilidad intermedia y 3 = el suelo mas
rico, si pensamos que la diferencia de fertilidad entre ambos suelos induce una respuesta
proporcional a dicha diferencia, pero pondremos 1 = el suelo més pobre, 4 = el suelo de
fertilidad intermedia y 9 = el suelo mas rico, si pensamos que la respuesta es proporcional
al cuadrado de la diferencia de fertilidad.

Caso particular de las especies

En el caso de conjuntos de datos pluriespecificos, la especie es una covariable de estra-
tificacidén que merece una atencién especial. Si el conjunto de datos conlleva pocas especies
(menos de 10 aproximadamente) y que hay suficientes observaciones por especie (cf. §2.2.1),
ésta podria considerarse como una covariable de estratificacién cualquiera. En ese caso ten-
dremos que desglosar el modelo en S modelos especificos o reagruparlos en funcién de la
similitud alométrica de las especies.

Cuando el conjunto de datos contiene muchas especies o si algunas especies tienen pocas
observaciones, es dificil tratar la especie como una covariable de estratificacién. En este caso
una solucién seria usar los rasgos funcionales de las especies. Dichos rasgos se definen aqui,
en forma un poco imprecisamente, como variables numéricas que caracterizan la especie
(Diaz & Cabido, 1997; Rosch et al., 1997; Lavorel & Garnier, 2002; véanse Violle et al.,
2007 una definicién més rigurosa). El rasgo mas usado en el caso de los modelos de biomasa
es la densidad de la madera. Si decidimos usar rasgos funcionales para representar las es-
pecies, éstos actiian como variables explicativas del modelo de igual modo que las variables
explicativas que caracterizan el arbol, como su didmetro o su altura. Un modelo de potencia
monoespecifico para biomasa, con una entrada (con respecto al didmetro), que en su forma
linealizada se escribe:

In(B) =ap + a1 In(D) +¢

en el caso pluriespecifico se convertird en modelo de biomasa de dos entradas:
In(B) = ap + a1 In(D) + azIn(p) + ¢

si decidimos usar la densidad de la madera p para representar el efecto especifico.

Gi—

Modelo de biomasa que depende de la densidad especifica de la madera

En la Linea roja 30, la informacién sobre la especie se tuvo en cuenta en el modelo
In(B) = a+bln(D?H) mediante una covariable cualitativa. Ahora podemos tratar de captar
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esa informacién a través de la densidad especifica de la madera p. El modelo ajustado es
pues:
In(B) = ag + a1 In(D*H) + az In(p) + ¢ (6.29)

con
Var(e) = o

Como la densidad de la madera se midi6é en el conjunto de datos para cada individuo y
ahora hay que comenzar por calcular la densidad media de la madera para cada especie:

dm <- tapply(dat$dens,dat$especie,mean)
dat <- cbind(dat,dmoy=dm[as.character(dat$especie)])

El conjunto de datos dat contiene ahora una variable adicional dmoy que da la densidad
especifica de la madera. El modelo se ajusta mediante el comando:

m <- 1m(log(Btot)~I(log(dbh~2*haut))+I(log(dmoy)) ,data=dat[dat$Btot>0,])
summary (m)

lo que da:
Estimate Std. Error t value Pr(Cltl)
(Intercept) -8.38900 0.26452 -31.714 <2e-16  **x
I(log(dbh~2*haut)) 0.85715 0.02031 42.205 <2e-16  **x
I(log(dmoy)) 0.72864 0.17720 4.112 0.000202  *k*kx

con una desviacién estdndar residual de 0,3442 y R? = 0,9806. El modelo se escribe: In(B) =
—8,38900+0,85715 In(D?H) +0,72864 In(p). ;Es mejor tener en cuenta la especie por medio
de la densidad de la madera como acabamos de hacerlo o bien construir modelos especificos
como lo habiamos hecho con la Linea roja 307 Para responder a esta pregunta, podemos
comparar el modelo (6.28) al (6.29) usando el AIC:

AIC(m)

lo que da AIC = 34,17859 para el modelo especifico (6.28) y AIC = 33,78733 para el modelo
(6.29) que utiliza la densidad de la madera. Es preferible usar esta tltima opcién, aunque
la diferencia de AIC es pequena.

—

Para tener en cuenta las variaciones de densidad de la madera dentro de un mismo arbol,
es posible analizar las variaciones inter e intraespecificas mas que usar una densidad media
basada en la hipdtesis de que la densidad de la madera es la misma en la médula que en
la corteza o desde la parte baja hacia la parte alta de los arboles (véase el Capitulo 1). La
densidad de la madera puede modelarse tomando en cuenta factores como la especie, el grupo
funcional, la dimensién del arbol, la posicién radial y vertical en el arbol. Se puede efectuar
primera comparaciéon usando un analisis de varianza de Friedman, luego la Prueba HSD
(Diferencia Honestamente Significativa) de Tukey. Estas permiten distinguir las variables
que influyen mas en la densidad de la madera. A continuacién podemos modelar usando
dichas variables (Henry et al., 2010).

—

Modelo de biomasa que depende de la densidad individual de la madera

En la Linea roja 31, la densidad de la madera p se defini6 a nivel de la especie calculando
la media de las densidades individuales para los drboles de una misma especie. Ajustemos



6.4 FACTORES DE ESTRATIFICACION Y AGREGACION 171

ahora un modelo de biomasa basado en la medicién individual de la densidad de la madera
para tener en cuenta la variabilidad entre individuos de la densidad dentro de la especie. El
modelo ajustado es:

In(B) = ag + a1 In(D) + azIn(p) + ¢

con
Var(e) = o2
donde p es aqui, a diferencia de lo que ocurre en la Linea roja 31, la mediciéon individual de

la densidad de la madera. El modelo se ajusta mediante el comando:

m <- 1lm(log(Btot)~I(log(dbh))+I(log(dens)) ,data=dat[dat$Btot>0,])
summary (m)

lo que da:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -7.76644 0.20618 -37.668 <2e-16  *k*x*
I(log(dbh)) 2.35272 0.04812 48.889 <2e-16  *k*x*
I(log(dens)) 1.00717 0.14053 7.167 1.46e-08 *k*x*

con una desviacién estandar residual de 0,3052 y R? = 0,9848. El modelo se escribe: In(B) =
—7,76644 + 2,352721n(D) 4 1,007171In(p). Segin este modelo, la biomasa depende de la
densidad individual por el término p9717 es decir, practicamente p. En comparacién, el
modelo (6.29) dependia de la densidad especifica de la madera por el término p%72864 Desde
un punto de vista bioldgico, el exponente 1,00717 es mas satisfactorio que el exponente
0,72864 puesto que significa que la biomasa es el producto de un volumen (que depende
unicamente de las dimensiones del arbol) y de una densidad. La diferencia entre ambos
valores del exponente puede atribuirse a las variaciones en la densidad de la madera entre
los individuos de una especie. Sin embargo, el modelo basado en la densidad individual de la
madera no tiene ninguna utilidad practica porque implica que haria falta medir la densidad
de la madera de todo arbol del que quisiéramos predecir la biomasa.

—3

6.4.2. Partes del arbol

La biomasa de los drboles se pesa por separado para cada compartimento (tocén, tronco,
ramas gruesas, ramillas, follaje, etc.). La biomasa epigea es la suma de todas esas partes.
El procedimiento que hemos presentado para ajustar un modelo podria seguirse para ca-
da compartimento por separado. De ese modo construirifamos un modelo para la biomasa
foliar, uno para la biomasa de las ramas gruesas, etc. Esta forma de proceder integra la
estratificacién del conjunto de datos. Por tanto, ajustaremos primero un modelo para cada
compartimento y cada estrato; luego, en funcién de las diferencias encontradas entre estra-
tos, podremos agregar los estratos y/o parametrar el modelo por cada compartimento para
todos los estratos. Sin embargo, esto no termina alli. Se pueden seguir integrando los datos
para orientarse hacia un niimero menor de modelos méas integradores.

Aditividad de los compartimentos

Al ser la biomasa epigea total la suma de las biomasas de las partes, se podria pensar
que el mejor modelo para predecir la biomasa epigea es la suma de los modelos que predicen
la biomasa de cada compartimento. En realidad, debido a las correlaciones que existen entre
las biomasas de las distintas partes, no es asi (Cunia & Briggs, 1984, 1985a; Parresol, 1999).
Ademaés, ciertas familias de modelos no son estables respecto a la adiciéon. Es lo que ocurre,
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en particular, con los modelos de potencia: la suma de dos funciones de potencia no es una
funcién de potencia. Si hemos ajustado un modelo de potencia para cada parte del arbol:

Btocon a Db
Btronco = ay Db2
pramas grandes  _ as Db3
Bramlllas = ay Db4
Bfollaje — a5Db5
1 Bapical _ Btocc’)n RBtronco | pramas grandes Bramillas Bfollaje _ 5 Dbm
a suma = + + + + = 2 m=10%m no

es una funcién de potencia del didmetro. Los modelos polinomiales, por el contrario, son
estables respecto a la adicién.

Ajuste de un modelo multivariado

Para tener en cuenta las correlaciones que existen entre las biomasas de sus comparti-
mentos, se pueden ajustar simultdneamente los modelos relativos a las distintas partes del
arbol en vez de hacerlo por separado. Esta tiltima etapa en la integraciéon del modelo necesita
una redefinicién de la variable de respuesta. Como queremos predecir simultdneamente las
biomasas de las distintas partes, ya no se trata de una variable de respuesta sino de un vector
de respuesta Y. La longitud de dicho vector es igual al nimero M de compartimentos. Por
ejemplo, si la variable de respuesta es la biomasa,

r Bapical b
Btocén
Btronco
Bramas grandes

Bramillas

Bfollaje

Si la variable de respuesta es el logaritmo de la biomasa,

M In Bapical) 7
In Btocén)

(
(
ln(Btronco)
ln(Bramas grandes)
(
(

In Bramillas

In Bfollaje)

Supongamos que Y;, la variable de respuesta del m-ésimo compartimento (con m =1, ...,
M). Sin pérdida de generalidad podemos considerar que todos los compartimentos tienen el
mismo conjunto Xy, Xo, ..., X, de variables explicativas. Si una variable no interviene en
la predicciéon de un compartimento, bastara con fijar el coeficiente en cero. Un modelo que
predice un vector de respuesta en vez de una variable de respuesta es un modelo multivariado.
Una observacién para el ajuste de un modelo multivariado consiste en un vector (Y7, ...,
Yu, X1, ..., Xp) de longitud M + p. El residuo de un modelo multivariado es un vector
de longitud M, igual a la diferencia entre el vector de respuesta observado y el vector de
respuesta predicho.

La expresion de un modelo M-variado sélo difiere de los M modelos univariados co-
rrespondientes a cada compartimento en la estructura del error residual; la estructura del
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modelo para la media no cambia. Tomemos el caso general de un modelo no lineal. Si los
M modelos univariados son:

Yoo = f( X1, -0 Xpi0m) +Em (6.30)
param =1, ..., M, entonces el modelo multivariado se escribe:
Y=F(X1,...,X,;0)+e¢
donde Y ="V, ..., Yy], 0 =" 01, ..., Opml], ¥

fl(Xh ey Xp; 91)

F(X1, ..., Xp:0) = | f(X1, ..., Xpi6m) (6.31)

L fM(Xl, PR Xp§0M) ]

El vector residual € sigue ahora una distribucion multinormal centrada, de matriz de varianza-
covarianza:

o}  (io e Gim
2
Var(e) = X = C?l o2
L CM—1,M
O Cum-1 03

La matriz ¥ es una matriz simétrica con M filas y Mcolumnas, tal que o2, = Var(e,,) es
la varianza residual de la biomasa del m-ésimo compartimento y ¢,y = (i, €s la covarianza
residual entre la biomasa del m-ésimo compartimento y aquella del /-ésimo compartimento.
Como en el caso univariado, se supone que dos residuos que corresponden a dos observaciones
diferentes, son independientes: €; es independiente de €; para ¢ # j. La diferencia viene del
hecho de que ya no se supone que los diferentes compartimentos son independientes unos de
otros. El ajuste de un modelo multivariado como (6.31) se hace segtin los mismos principios
que los modelos univariados (6.30). Si la matriz de varianza-covarianza 3 fuera diagonal (es
decir, (= 0, Vm, 1), entonces el ajuste del modelo multivariado (6.31) seria equivalente al
ajuste separado de los M modelos univariados (6.30). En el caso de un modelo lineal, los
valores estimados de los coeficientes 01, 6o, ..., 0y resultantes del ajuste del modelo lineal
M-variado, son idénticos a los valores obtenidos por los ajustes separados de los M modelos
lineales univariados (siempre y cuando se mantengan las mismas variables explicativas X1,
..., X, en todos los casos) (Muller & Stewart, 2006, capitulo 3). No obstante, las pruebas
de significancia asociadas a los coeficientes no dan los mismos resultados en ambos casos.
Si los distintos compartimentos estan suficientemente correlacionados entre si, el ajuste
simultdneo de todos los compartimentos mediante el modelo multivariado (6.31) llegara
a una estimaciéon més precisa de los coeficientes del modelo, es decir, a predicciones mas
precisas de la biomasa.

Armonizacion de un modelo

En ciertos casos, especialmente en el contexto de la dendroenergia, se desea predecir la
biomasa seca del tronco en diferentes didmetros de corte. Por ejemplo, queremos predecir al
mismo tiempo la biomasa total B del tronco, la biomasa B7 del tronco hasta un diametro
de 7 cm en el extremo fino, y la biomasa Big del tronco hasta un didmetro de 10 cm en el
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extremo fino. Podriamos considerar entonces el tronco entero, el tronco hasta el corte de 7 cm
y el tronco hasta el corte de 10 cm como tres compartimentos diferentes y aplicar los mismos
principios de ajuste que los presentados en el parrafo anterior. En realidad, el problema es
méas complejo ya que, a diferencia de los compartimentos tronco y follaje que son distintos,
aquéllos definidos por diferentes didmetros de corte se encajan unos dentro de otros: B =
Br7+ biomasa del segmento que va del didmetro de 7 cm al extremo fino, y By = Big+
biomasa del segmento que va del didmetro de corte de 10 cm a 7 cm. De ese modo, el modelo
multivariado que predice el vector (B, By, Byg) debe hacer que B > B7 > Bjg se de en todo
el A&mbito de validez del modelo. El proceso que consiste en obligar al modelo multivariado
a que prediga las biomasas de los diferentes compartimentos verificando al mismo tiempo la
légica de su anidacién se denomina armonizacion de un modelo (Parresol, 1999). Jacobs &
Cunia (1980) y Cunia & Briggs (1985b) propusieron soluciones a este problema en forma de
ecuaciones que vinculan los coeficientes de los modelos de los distintos compartimentos. Hace
falta ajustar entonces un modelo M-variado (si hay M didmetros de corte) cerciorandose que
los coeficientes 61, ..., 0 corresponden a los M didmetros de corte satisfagan cierto nimero
de ecuaciones que los vinculan. Cuando se estiman los coeficientes del modelo multivariado
mediante la maxima verosimilitud, su estimacién numérica se reduce a un problema de
optimizacién con restricciones.

En el caso de la prediccién del volumen o de la biomasa de un fuste, una alternativa a los
modelos de volumen o de biomasa es la integracién del perfil de tronco (Parresol & Thomas,
1989; Parresol, 1999). Tomemos P(h) como el perfil de un tronco, es decir una curva que
da la superficie de la seccion transversal del tronco en funcién de la altura h a partir del
suelo. La h representa también la longitud recorrida cuando seguimos el tronco desde su
extremo més grueso hasta el mas fino. (Maguire & Batista, 1996; Dean & Roxburgh, 2006;
Metcalf et al., 2009). Si la seccién del fuste tiene una forma aproximadamente circular, el
didmetro del arbol en la altura h puede ser calculado como: D(h) = y/4P(h)/x. La biomasa
del tronco hasta el didmetro de corte D se calcula integrando el perfil de tronco desde el
suelo (h = 0) hasta la altura P~'(ZD?) corresponde a dicho didmetro:

P1(2D?)
Bp = / p(h) P(h) dh
0

donde p(h) es la densidad de la madera a la altura h. El volumen del fuste hasta el didmetro
de corte D se calcula del mismo modo, con la tnica diferencia de que p es remplazado por
1. El enfoque por perfil de tronco presenta la ventaja de que la armonizacion del modelo es
automatica. No obstante, se trata de un enfoque diferente desde el punto de vista conceptual
del correspondiente a los modelos de volumen y de biomasa, con problemas de ajuste espe-
cificos (Fang & Bailey, 1999; Parresol, 1999), y que exceden el marco del presente manual.
Cabe senalar que para los arboles muy grandes, para los cudles la medicién directa de la
biomasa es practicamente imposible, el enfoque del perfil de tronco ofrece una alternativa
pertinente (Van Pelt, 2001; Dean et al., 2003; Dean, 2003; Dean & Roxburgh, 2006; Sillett
et al., 2010).



Utilizacion y prediccion

Una vez que se ha ajustado el modelo de volumen o de biomasa, hay diversos usos
posibles para esas predicciones. Lo mas frecuente sera predecir el volumen o la biomasa de
los arboles para los cudles no se efectuaron esas mediciones. Se trata aqui de la prediccién
propiamente dicha (§7.2-7.4). A veces, el volumen o la biomasa de los arboles también
habran sido medidos ademas de las variables de entrada del modelo. Cuando se dispone de
un conjunto de datos independientes del utilizado para el ajuste del modelo, y que contiene
al mismo tiempo la variable de respuesta y las variables explicativas del modelo, es posible
hacer una wvalidacién del mismo (§7.1). Cuando los criterios de validacién se aplican al
mismo conjunto de datos que sirvié para la calibracion del modelo, se habla de verificacion
del modelo. No insistiremos sobre la verificacion del modelo puesto que ya estd implicita en
el andlisis de los residuos del modelo ajustado. Por tiltimo, cuando se dispone de modelos que
existian antes de ajustar uno nuevo, se pueden comparar también los modelos o combinarlos

(§7.5).

Ambito de validez del modelo

Antes de usar cualquier modelo hay que cerciorarse que las caracteristicas del arbol
cuyo volumen o biomasa queremos predecir estén dentro del dmbito de validez del modelo
(Rykiel, 1996). Si un modelo de volumen o de biomasa fue ajustado para adrboles de didmetro
comprendido entre Dy v Dmax, €n principio no es posible usar ese modelo para predecir el
volumen o la biomasa de un arbol de didmetro inferior a Dy, 0 superior a Dy,4x. Lo mismo
es valido para todas las entradas del modelo. Sin embargo, no todos los modelos estan sujetos
a los mismos errores cuando se los extrapola fuera de su ambito de validez. Los modelos
de potencia siguen siendo, en general, extrapolables con una buena fiabilidad fuera de su
ambito de validez porque estas relaciones de potencia se basan en un modelo alométrico
fractal que es invariante a todas las escalas (Zianis & Mencuccini, 2004). Por el contrario,
los modelos de tipo polinomial presentan con frecuencia comportamientos anormales fuera
de su dmbito de validez (valores predichos negativos, por ejemplo), y mucho més aun a
medida que aumenta el grado del polinomio.
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7.1. Validacion de un modelo

La validacién de un modelo consiste en comparar sus predicciones con las observaciones

independientes usadas para el ajuste de dicho modelo (Rykiel, 1996). Consideremos a (Y,

fy ., Xl )coni=1,...,n como un conjunto de datos de n’ observaciones independiente
del usado para el ajuste de un modelo f, donde X/;, ..., X/ son las variables explicativas
Y/ es la variable de respuesta, es decir, el volumen o la biomasa, o una transformada de una
de esas dos cantidades. Consideremos
}/;,:f( 1{1’ SRR Xz,p,e)
el valor predicho de la variable de respuesta para la i-ésima observacién, donde 0 son los
valores estimados para los pardametros del modelo. La validacién consiste en comparar los
valores predichos f@’ a los valores observados Y.

7.1.1. Criterios de validacion

Varios criterios, que son el equivalente de aquellos utilizados para evaluar la calidad
del ajuste de un modelo, pueden usarse para comparar las predicciones a las observaciones
(Schlaegel, 1982; Parresol, 1999; Tedeschi, 2006), en especial:

= el sesgo: T Y] — VY|

= la suma de los cuadrados de los residuos: SCE = S (Y/ — ¥)?

» la varianza residual: s2 = SCE/(n’ — p)

= el error residual ajustado: SCE/(n/ — 2p)

= el R? de regresién: R? =1 — s?/Var(Y”)

= el criterio de informacién de Akaike: AIC = n/In(s?) + n'In(1 — p/n’) + 2p

donde Var(Y”) es la varianza empirica de Y’ y p es el ntimero de pardmetros libremente
estimado del modelo. Los dos primeros criterios corresponden a dos normas diferentes de
la diferencia entre el vector (Y7, ..., Y,) de las observaciones y el vector (Y7, ..., Y/,) de
las predicciones: norma L' para el sesgo y norma L? para la suma de los cuadrados de las
diferencias. Cualquier otra norma seria igualmente vélida. Los tres ultimos criterios involu-
cran el nimero de parametros usados en el modelo y, en consecuencia, son mas adecuados
cuando se trata de comparar diferentes modelos.

7.1.2. Validaciéon cruzada

Cuando no se dispone de un conjunto de datos independiente, se tiene la tentacién de
dividir el conjunto de datos de calibracién en dos subconjuntos de datos: uno para el ajuste
del modelo y el otro para la validacion del mismo. Dado que los conjuntos de datos de
volumen o de biomasa son costosos y suelen ser de tamafo limitado, no recomendamos esta
practica cuando se construyan modelos de volumen o de biomasa. Los que recomendamos
en este caso es una validacion cruzada (Efron & Tibshirani, 1993, chapitre 17).

La validacion cruzada “ K veces” consiste en dividir el conjunto de datos en K partes mas
0 menos iguales y usar cada parte una vez como conjunto de datos de validacion, ajustdndose
el modelo en funcion de las K — 1 partes restantes. El seudoalgoritmo de validacién cruzada
“K veces” es el siguiente:
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1. Dividir el conjunto de datos S, = {(Yi, Xi1, ..., Xip): ¢ =1, ..., n} en K subcon-
(1) (K)

juntos de datos Sy, ..., Sy ' de tamanos aproximadamente iguales (es decir, con
aproximadamente n/K observaciones en cada subconjunto de datos, cuyo total da n).

2. Para k que vade 1 a K:
a) ajustar el modelo a partir del conjunto de datos privado de su k-ésima parte, es
decir a partir de Sn\Sék) = 57(11) U...u Sy(lk_l) U Sr(lkﬂ) U...u SfLK);
b) calcular un criterio de validacion (cf. §7.1.1) de dicho modelo ajustado tomando
) como conjunto de datos de validacién; o sea, C el valor de
)

. . k
ese criterio calculado para Sy(L .

la parte restante 87(1]9

3. Calcular el promedio (Y5, C})/K de los K criterios de validacién asi calculados.

La ausencia de superposicién entre los conjuntos de datos usados para el ajuste del modelo y
aquellos utilizados para calcular el criterio de validacién garantiza la validez de esta practica.
La validacién cruzada exige més cdlculos que una validaciéon simple pero tiene la ventaja de
aprovechar todas las observaciones disponibles para el ajuste del modelo.

Un caso particular de validacién cruzada “K vezes” se da cuando K es igual al nimero n
de observaciones disponibles en el conjunto de datos. Este método se llama también valida-
cién cruzada “dejando uno de lado” (“leave-one-out”) y, desde el punto de vista conceptual,
es similar a la técnica conocida como Jackknife (Efron & Tibshirani, 1993). El principio con-
siste en ajustar el modelo a partir de n — 1 observaciones y en calcular el error residual para
la observacion dejada de lado. Se usa en andlisis de residuos para cuantificar la influencia
de las observaciones (en especial, es la base de célculo de la distancia de Cook, cf. Saporta,
1990).

7.2. Prediccion del volumen o de la biomasa de un arbol

La prediccion con la ayuda de un modelo f consiste en calcular, para valores dados de
las variables explicativas X1, ..., X, el valor predicho Y por el modelo de la variable de
respuesta. Una prediccién no se detiene en el célculo de

A

V= Xh)

En efecto, el estimador 6 de los parametros del modelo es un vector aleatorio cuya distri-
bucién se deriva de la distribucién de las observaciones utilizadas para ajustar el modelo.
Cualquier prediccién Y del modelo resulta ella misma una variable aleatoria cuya distri-
bucién se desprende de distribuciéon de las observaciones utilizadas para ajustar el modelo.
Para expresar esta variabilidad intrinseca de la prediccién, le asignaremos un indicador de
incertidumbre como la desviacion estdndar de la prediccién o su intervalo de confianza al
95 %.

Existen varios intervalos de confianza, segin se prediga el volumen o la biomasa de un
arbol tomado al azar en el rodal, o de un arbol promedio del rodal. Detallaremos las expre-
siones analiticas de dichos intervalos de confianza primero en el ejemplo del modelo lineal
(§7.2.1), y, luego, en el ejemplo del modelo no lineal (§7.2.2). Las expresiones aproximadas
pero mas simples de calcular de estos intervalos de confianza se presentaran luego (§7.2.3),
antes de interesarnos en el caso de las variables transformadas (§7.2.4).
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7.2.1. Prediccion: caso del modelo lineal
Prediccion mediante una regresién lineal simple

Consideremos @ como la intersecciéon estimada para una regresiéon lineal, y b su pen-
diente estimada. La prediccion Y de la variable de respuesta puede escribirse de dos formas
distintas:

= a+bX
= a+bX +e (7.2)

= =<
=

En ambos casos, la esperanza de Y es la misma puesto que E(e) = 0. Por el contrario, la
varianza de ¥ no es la misma en ambos casos: es méas elevada en la segunda escritura que en
la primera. La interpretacién asociada a ambas escrituras es la siguiente. Supongamos que
la variable explicativa X es el didmetro a la altura del pecho y la variable de respuesta Y la
biomasa. El niimero de érboles en todo el bosque con un didmetro X dado (aproximado, que
representa la precisién de la medicién) es inconmensurable. Si pudiéramos medir la biomasa
de todos esos arboles que tienen el mismo didmetro, encontrariamos valores variables, que
oscilarfan alrededor de cierto valor promedio. Cuando se trata de predecir esta biomasa
promedio (sobreentendiéndose, promedio del conjunto de arboles existentes que tienen el
didmetro X), la ecuacion (7.1) de la prediccién es vélida. Por el contrario, si intentamos
predecir la biomasa de un arbol tomado al azar entre el conjunto de arboles con didmetro
X, la ecuacién (7.2) de la prediccién es vélida. La variabilidad de la prediccién es mayor
para (7.2) que para (7.1) dado que, ademés de la variabilidad de la prediccién de la biomasa
media, en el segundo caso se suman a esto las diferencias de biomasa entre arboles.

Esto significa que hay dos formas de calcular un intervalo de confianza para una predic-
cién. Hay un intervalo de confianza para la prediccién del promedio de Y, y un intervalo de
confianza para la predicciéon de un individuo tomado al azar de la poblacién sobre la cual
se calcul6 la media de Y. El segundo intervalo de confianza es mas amplio que el primero.

En el caso de una regresion lineal simple, se puede demostrar (Saporta, 1990, p.373-374)
que el intervalo de confianza en el umbral a para la prediccién (7.1) de la media es:

1 (X —X)2

G4+ bX +t, o6~ 7.3
a+ n—20 n+ nSZ (7.3)

mientras que el intervalo de confianza en el umbral « para la prediccién (7.2) de un arbol
tomado al azar es:

&+I§Xﬂ:tn26\/1+1+(X_2X)2 (7.4)
n nS%x

donde t,_2 es el cuantile 1 — /2 de una distribucién de t de Student a n — 2 grados
de libertad, X = (327, X;)/n es la media de los valores observados de X en el conjunto
de datos que sirvieron para ajustar el modelo, y S% = [SF1(X; — X)?]/n es la varianza
empirica de los valores observados de X en el conjunto de datos que sirvié para ajustar el
modelo.

Estas expresiones suscitan varias observaciones. La primera es que la diferencia entre
los limites del intervalo de confianza (7.4) para un arbol tomado al azar y los limites del
intervalo de confianza (7.3) para un arbol promedio es del orden de ¢,_26. Esta diferencia
refleja la diferencia entre las ecuaciones (7.2) y (7.1), que depende del término residual €
cuya desviacién estandar es &.
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La segunda es que la amplitud del intervalo de confianza no es constante sino que varia
con X. El intervalo de confianza es més estrecho cuando X = X se amplia cuando X se
aleja de X.

La tercera observacion es que para calcular el intervalo de confianza de una prediccién
en funcién de una regresiéon lineal, hay que disponer, si no se tienen los datos originales que
sirvieron para ajustar el modelo, por lo menos de la media X de la variable explicativa y de
su desviacién estandar empirica Sx. Si los datos originales que sirvieron para el ajuste del
modelo ya no estan disponibles y si los valores de X y Sx no se documentaron, no se podra
calcular el intervalo de confianza en forma exacta.

B

Intervalo de confianza de In(B) predicho por In(D)

Retomemos la regresién lineal simple entre In(B) y In(D) que fue ajustada en la Linea
roja 7. Consideremos m el objeto que contiene el modelo ajustado (cf. Linea roja 7). Los
intervalos de confianza pueden calcularse con el comando predict. Por ejemplo, para un
arbol de didmetro 20 cm, el intervalo de confianza con una incertidumbre del 95 % para el
arbol promedio se obtiene mediante el comando:

predict (m,newdata=data.frame(dbh=20) ,interval="confidence",level=0.95)

lo que da:

fit lwr upr
1 -1.354183 -1.533487 -1.174879

De este modo, el modelo predice In(B) = —1,354183 con un intervalo de confianza de 95 %
que va de —1,533487 a —1,174879. Para un arbol de 20 cm tomado al azar, el intervalo de
confianza se obtiene con el comando:

predict (m,newdata=data.frame(dbh=20) ,interval="prediction",level=0.95)

lo que da:

fit lwr upr
1 -1.354183 -2.305672 -0.4026948

La Figura 7.1 muestra los intervalos de confianza en todo el intervalo de datos.

—

Prediccién mediante una regresion multiple

Los principios de la prediccion, expuestos en el caso de la regresién lineal, se aplican
inmediatamente a la regresién multiple. Hay dos expresiones del intervalo de confianza: una
para la prediccién del arbol medio y otra para la prediccion de un arbol tomado al azar.

En el caso de una regresiéon multiple de coeficientes estimados & = *[ag, a1, ag, ..., apl,
el valor predicho Y de la variable de respuesta para un arbol cuyas variables explicativas
son x = '[1, X1, Xo, ..., X)), es:

Y =t'xa

y el intervalo de confianza en el umbral a de esta prediccién es (Saporta, 1990, p.387):

= para la prediccion del arbol medio:

"x & £ty po1 61/x(EXX)1x (7.5)
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Biomasa (t)
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Figura 7.1 — Datos de biomasa en funcién del didmetro (en escala logaritmica) para 42
arboles medidos en Ghana por Henry et al. (2010) (puntos), prediccién (linea negra) de
la regresion lineal simple de In(B) con respecto a In(D), e intervalos de confianza de esta
prediccién para un arbol tomado al azar (linea verde) y para el drbol medio (Linea roja).

= para la predicciéon de un arbol tomado al azar:

XAty 1 64/1+ x(XX) " 1x (7.6)

donde X es la matriz de diseno construida a partir de los datos que sirvieron para ajustar
la regresion multiple. Para calcular el intervalo de confianza de las predicciones hay que
conocer los datos originales que sirvieron para el ajuste del modelo o, por lo menos, la
matriz (*XX)~1. Cabe sefialar que la varianza de las predicciones en el caso (7.6) de un
arbol tomado al azar se compone de dos términos: un término 2 que representa el error
residual y un término 62 *x(*XX)~!x que representa la variabilidad inducida mediante la
estimacién de los coeficientes del modelo. En el caso de la estimacién del arbol promedio, el
primer término desaparece y solo queda el segundo.

Intervalo de confianza de In(B) predicho por In(D) y In(H)

Retomemos la regresién lineal multiple entre In(B), In(D) y In(H) que fue ajustada
en la lina roja 10. Consideremos m como el objeto que contiene el modelo ajustado (cf.
Linea roja 10). Los intervalos de confianza pueden calcularse con el comando predict. Por
ejemplo, para un arbol de didmetro 20 cm y de altura 20 m, el intervalo de confianza con
una incertidumbre del 95 % para el arbol promedio se obtiene mediante el comando:

predict (m,newdata=data.frame (dbh=20,haut=20),interval="confidence",level=0.95)

lo que da:

fit lwr upr
1 -1.195004 -1.380798 -1.009211
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De esta forma el modelo predicho In(B) = —1,195004 con un intervalo de confianza del 95 %
va de —1,380798 a —1,009211. Para un arbol de 20 cm de didmetro y de 20 m de altura,
tomado al azar, el intervalo de confianza se obtiene mediante el comando:

predict (m,newdata=data.frame(dbh=20,haut=20),interval="prediction",level=0.95)

lo que da:

fit lwr upr
1 -1.195004 -2.046408 -0.3436006

— 3

7.2.2. Prediccidon: caso de un modelo no lineal

En el caso general de un modelo no lineal tal como el definido por
Y =f(Xq,..., Xp;0)+¢

con

e~N(0, kXT)

no hay expresién explicita exacta de los intervalos de confianza de las predicciones, como
ocurre con el modelo lineal. No obstante, el §-método permite obtener una expresion apro-
ximada (y asintéticamente exacta) de los intervalos de confianza (Serfling, 1980). Al igual
que antes, hay dos intervalos de confianza:

= intervalo de confianza para la prediccién del drbol promedio:

FX1, o Xpi0) &t/ Ao f(0)] 55 [dof (D)) (7.7)

= intervalo de confianza para la prediccién de un arbol tomado al azar:

FX1s ooy Xpi0) £t R2X 2 4 4[de f(6)] £ [df (0) (7.8)

donde ¢ es el nimero de coeficientes del modelo (es decir, la longitud del vector 6), dgf(0)

es el valor en 6 = 6 de la diferencial de J con respecto a los coeficientes del modelo, y 3,

es una estimacién en 6 = @ de la matriz de varianza-covarianza 39 del estimador de 6. La
diferencial de f con respecto a los coeficientes del modelo es el vector de longitud ¢:

4f(6) _t[(af(xl,éé;, Xp;9)>7 (af(Xl,éé;, Xp;e)ﬂ

donde 0; es le i-ésimo elemento del vector 6, En el caso del estimador de maxima vero-
similitud de 6, se puede demostrar que, asintéticamente, cuando n — oo (Saporta, 1990,
p.301):

1
S ~ L) '=-1(0)"

n—00 n
donde I,,(0) es la matriz de la informacién de Fisher aportada por una muestra de tamano

n sobre el vector de pardametros 6. Esta matriz de informacion de Fisher tiene g lineas y ¢
columnas y se calcula a partir de la segunda derivada de la log-verosimilitud de la muestra:

a?c(e)}

I.(6) = —E[ o
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Una estimacion aproximada de la matriz de varianza-covarianza de los pardmetros es pues:

2= [(F)

En la practica, el algoritmo que optimiza numéricamente la log-verosimilitud de la mues-
tra da, al mismo tiempo, una estimacién numérica de la segunda derivada (02L£/96?). Asf
obtenemos de inmediato una estimacién numérica de f]é.

Al igual que antes, la varianza de las predicciones en el caso (7.8) de un arbol tomado
al azar se compone de dos términos: un término (IAcX )2 que representa el error residual y
un término t[dg f(6)] ﬁlé [dgf(0)] que representa la variabilidad inducida por la estimacién
de los coeficientes del modelo. En el caso de la estimacion del arbol promedio, el primer
término desaparece y solo queda el segundo.

7.2.3. Intervalos de confianza aproximados

El céalculo exacto de los intervalos de confianza de las predicciones exige informacién
(matriz de X en el caso del modelo lineal, matriz de varianza-covarianza flé en el caso
del no lineal) que muy raramente se indica en las publicaciones relativas a los modelos de
volumen o biomasa. Con mucha frecuencia, las publicaciones sélo indican el ntiimero n de
observaciones usadas para ajustar el modelo y la desviacién estandar residual 6 (caso lineal)
ok y ¢ (caso no lineal). A veces, esa informacién bésica sobre el ajuste ni siquiera se da.
Cuando no se suministran X (caso del modelo lineal) ni f]é (caso del modelo no lineal), no
es posible usar las férmulas anteriores para calcular los intervalos de confianza. En ese caso,
se utilizard un método aproximado.

Error residual solo

Con mucha frecuencia, sélo se da la desviacion estandar residual & (caso lineal) o k y ¢&
(caso no lineal). En ese caso, se podra construir un intervalo de confianza aproximado en el
umbral a:

= en el caso de una regresién lineal:
(a0 + a1 X1+ ...+ apXp) £ q1_a2 6 (7.9)

= en el caso de una regresién no lineal:

FX1, oo Xp30) £ a1 oo kXT (7.10)

donde g1,/ es el cuantile 1 — a/2 de la distribucién normal estdndar. Este intervalo de
confilanza es una retranscripcion directa de la relacion ¥V = ag + a1 Xy + ... + ap X, + €
con € ~ N(0, &) (caso lineal) o Y = f(Xy, ..., Xp;0) + ¢ con e ~ N(0, kX§) (caso no
lineal), donde se escribieron a propésito los coeficientes del modelo sin acento circunflejo para
destacar que aqui se trata de magnitudes fijas. Estas relaciones suponen pues implicitamente
que los coeficientes del modelo se conocen exactamente y que la tnica fuente de variabilidad
es el error residual. En otras palabras, la interpretacion de estos intervalos de confianza
aproximados es la siguiente: los intervalos de confianza (7.9) (caso lineal) y (7.10) (caso no
lineal) son los que se obtendrian para la prediccién de un drbol tomado al azar si el tamano
de la muestra fuera infinito. Esto se verificara, en efecto, cuando n — oo, t,_p—1 tiende
hacia q1_q/2 y la matriz (*XX)~! en (7.6) tiende hacia la matriz nula (en la que todos los
coeficientes valen cero). Por lo tanto, el intervalo de confianza (7.9) es realmente el limite
del intervalo de confianza (7.6) cuando n — co. Lo mismo se aplica para (7.8) y (7.10).
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Intervalo de confianza para el arbol promedio

Cuando se da una estimaciéon X de la matriz de varianza-covarianza de los pardmetros,
un intervalo de confianza en el umbral « de la prediccién para el arbol promedio es:

= en el caso del modelo lineal:

(G0 + a1 X1 + ...+ apXp) £ 1oV xEx (7.11)

donde x es el vector *[Xq, ..., X,

= en el caso del modelo no lineal:
FX1s ey Xpi0) & 1o\ [deF(O)] 5 [dof(0)] (7.12)

Estos intervalos de confianza consideran que toda la variabilidad de la predicciéon proviene
de la estimacién de los coeficientes del modelo. Ademaés, dichos intervalos de confianza
son una retranscripcion directa del hecho de que los coeficientes del modelo siguen una
distribucién multinormal (también llamada distribucién normal multivariante) de media
igual a su valor verdadero y de matriz de varianza-covarianza 3. En efecto en el caso lineal,
si & ="ay, ..., G, sigue una distribucién multinormal de media *[ay, ..., a,] y de matriz
de varianza-covarianza 3, entonces la combinacién lineal 'x a sigue una distribuciéon normal
de media *xa y de varianza *x3x (Saporta, 1990, p.85).

En el caso del modelo lineal, se puede demostrar que la matriz de varianza-covarianza
del estimador de coeficientes del modelo es (Saporta, 1990, p.380): ¥ = o?(*XX)~!. Asf
pues, una estimacién de esta matriz de varianza-covarianza es: 3 = 62 (*XX)~t. Al colocar
esta expresion en (7.11), creamos una expresion parecida en (7.5). Asimismo, se verifica, en
el caso no lineal, que el intervalo de confianza (7.12) es una aproximacién de (7.7).

En el caso no lineal (7.12), si queremos evitar tener que calcular las derivadas parciales
de f, podremos usar un método de Montecarlo. Es un método basado en la simulacién que
consiste en hacer () simulaciones de coeficientes 6 segiin una distribucién multinormal de
media 0 y de matriz de varianza-covarianza ﬁ), en calcular la prediccién para cada uno de
esos valores simulados, y en calcular a continuacién el intervalo de confianza empirico de esas
Q predicciones. En la bibliografia se dice que este método brinda “intervalos de prediccién
de la poblacién” (“population prediction intervals”, en inglés (Bolker, 2008; Paine et al.,
2012). El seudoalgorimo es el siguiente:

1. Para k que vade 1 a Q:

a) escoger un vector 0*) que sigue una distribucién multinormal de media 0 y de
matriz de varianza-covarianza 3I;

b) calcular la prediccién y k) = (X, oo, X é(k)).

2. El intervalo de confianza de la prediccion es el intervalo de confianza empirico de los
Q valores Y .. V(@)

Con mucha frecuencia no se conoce la matriz de varianza-covarianza 33, pero se dispone,
al menos, de una estimacion de las desviaciones estandar de los coeficientes. Siendo Var(a;) =
% (caso lineal) o Var(;) = £; (caso no lineal) la varianza del i-ésimo coeficiente del modelo.
En este caso dejaremos de lado la correlacién entre los coeficientes y nos aproximaremos a
la matriz de varianza-covarianza de los coeficientes mediante una matriz diagonal:

5 0
pIFS

0 s,
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Intervalo de confianza para un arbol escogido al azar

El error resultante de la estimacién de los coeficientes del modelo tal como se describi6 en
el parrafo anterior puede acumularse con el error residual descrito en el penultimo parrafo,
para construir un intervalo de confianza de la prediccién para un drbol tomado al azar. Esas
son las varianzas de las predicciones que se suman unas con otras « sera entonces:

= en el caso del modelo lineal:

(G0 + a1 X1 + ...+ apXp) £ q1_a/2\ 6% + x3x

que es una aproximacion de (7.6),

= en el caso no lineal:

Py oy X ) ayoPXEE + [0 (0)] S [dof ()]
que es una aproximacion de (7.8).

Al igual que antes, si queremos evitar hacer demasiados céalculos, podriamos usar un método
de Montecarlo segiin el seudoalgoritmo siguiente:

1. Para k que va de 1 a Q:

a) escoger un vector 9%) segtin una distribucién multinormal de media 6 y de matriz
de varianza-covarianza X;

b) escoger un residuo £k) segiin una distribucién normal centrada de desviacién
estandar & (caso lineal) o kX{ (caso no lineal);

¢) calcular la prediccion Y ¥ = f(X1, ..., Xp; é(k)) + k),

2. El intervalo de confianza de la prediccién es el intervalo de confianza empirico de los
Q valores Yy, Y@,

Intervalo de confianza con incertidumbres de medicion

El ajuste de los modelos de volumen y de biomasa supone que las variables explicativas
X1, ..., X, se conocen exactamente. En realidad esta hipdtesis no es méds que una apro-
ximacién ya que esas magnitudes se miden y, en consecuencia, estan sujetas a un error de
medicién. No hay que confundir el error de medicién con el error residual de la variable
de respuesta. El primero estd asociado al instrumento de medicién y, en principio, puede
volverse tan pequefio como queramos usando instrumentos de medicién cada vez mas pre-
cisos. El segundo refleja una variabilidad biolégica intrinseca entre los individuos. Podemos
incluir el impacto del error de medicién en la prediccién al incorporarlo en el intervalo de
confianza de la prediccién. En consecuencia, las variables explicativas Xy, ..., X, ya no
se consideran fijas sino como parte de una cierta distribucién. Tipicamente, para predecir
el volumen o la biomasa de un 4rbol de caracteristicas Xy, ..., X, se considera que la
i-ésima caracteristica estd distribuida en funcién de una distribucién normal de media Xj;
v de desviacién estandar 7;. Tipicamente, si X; es un didmetro, tomaremos 7; del orden de
3-5 mm; si X; es una altura, 7; es del orden del 3 % de X; para X; < 15 m y del orden de
1 m para X; > 15 m.

Es dificil calcular una expresion explicita del intervalo de confianza de la prediccion cuan-
do las variables explicativas son consideradas como aleatorias, ya que eso implica calcular
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las varianzas de productos de variables aleatorias algunas de las cudles estan correlacionadas
entre si. El -método ofrece una solucién analitica aproximada (Serfling, 1980). O bien, més
sencillamente, se puede usar nuevamente el método de Montecarlo. El seudoalgoritmo se
convierte en:

1. Para k que vade 1 a Q:

a) para i que va de 1 a p, escoger Xi( ) que sigua una distribucién normal de media
X; v de desviacion estandar 7;;

b) escoger un vector 6%) que sigua una distribucién multinormal de media 6 y de
matriz de varianza-covarianza 3I;

¢) escoger un residuo £) que sigua una distribucién normal centrada de desviacién
estdndar & (caso lineal) o kX{ (caso no lineal);

d) calcular la prediccién Y*) = f(qu), cee )A(I(,k); o)) 4 k),

2. El intervalo de confianza de la prediccién es el intervalo de confianza empirico de los
Q valores YV, ..., V(@)

Este intervalo de confianza corresponde en este caso a la prediccién de un arbol tomado al
azar. Para obtener el intervalo de confianza para el drbol promedio, basta aplicar el mismo
seudoalgoritmo remplazando la etapa (c) por:

(...)

¢) plantear &%) =0,

(...)

7.2.4. Transformacion inversa de variables

En la Seccién 6.1.5 vimos como una transformacién de variable podia linealizar un
modelo que inicialmente no correspondia a las hip6tesis del modelo lineal. La transformacién
de variable actia al mismo tiempo sobre la media y sobre el error residual. Lo mismo
ocurrird con la transformacién inversa, con las consecuencias para el calculo de la esperanza
de las predicciones. La transformaciéon logaritmica es la méas frecuente. Sin embargo, existen
también otros tipos de transformaciones.

Transformacién logaritmica

Consideremos primero el caso de la transformacién logaritmica sobre el volumen o la
biomasa, que es, por mucho, el caso mas frecuente para los modelos de volumen y de biomasa.
Supongamos que una transformacién logaritmica fue aplicada a la biomasa B para ajustar

un modelo lineal con respecto a las variables explicativas X1, ..., X,:
Y=InB)=a+aXi+...+a,X,+¢ (7.13)
con
€ ~ N(0, o)

Esto equivale a decir que In(B) sigue una distribucién normal de media ag+a1 X1+. . .4+ap X,
y de desviacién estandar ¢ o incluso, por definicion, que B sigue una distribuciéon lognormal
de parametros ag + a1 X1 + ...+ a, X, y 0. La esperanza de esta distribucion lognormal es:

2

E(B) = exp (ao +a1 X+ +a,X, + %)
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Comparado al modelo inverso de (7.13) que es B = exp(ag + a1 X1 + ... + a, X)), la trans-
formacién inversa del error residual induce un sesgo de prediccion que puede corregirse
multiplicando la prediccion exp(ag 4+ a1 X1+ ...+ apX,) por un factor de correccion (Parre-
sol, 1999):

6’2

CF = exp (?) (7.14)

Los modelos de biomasa en la bibliografia que fueron ajustadas después de la transformacién
logaritmica de la biomasa no siempre incluyen el factor de correccién, por lo que hay que
ser precavidos.

Si se usé el logaritmo decimal log;, para la transformaciéon de la variable en vez del
logaritmo neperiano, el coeficiente corrector es:

CF = exp {(61n210)2} ~ oxp (0757272)

Factor de correccién de la biomasa predicha

Retomemos el ejemplo del modelo de biomasa ajustado en la Linea roja 31 mediante
regresiéon multiple a partir de los datos transformados logaritmicamente:

In(B) = —8,38900 + 0,85715 In(D*H) + 0,72864 In(p)

Si volvemos a los datos de partida usando la funcién exponencial (sin tener en cuenta
el factor de correccién), obtenemos una prediccién subestimada: B = exp(—8,38900) x
(DM)0.85715 50,72864 — 9 974 x 10~4(D2H)"85715,0:72864 " Consideremos m como el objeto que
contiene el modelo ajustado (cf. Linea roja 31). El factor de correccién CF = exp(52/2) se
obtiene mediante el comando:

exp (summary (m) $sigma~2/2)

y resulta ser 1,061035. El modelo correcto es entonces: B = 2,412 x 10~4(D? H)0:85715 072864,

—

Cualquier otra transformacion

En el caso general, consideremos 1 como una transformacién de variable de la biomasa
(o del volumen) tal que la variable de respuesta Y = t(B) pueda predecirse mediante
una regresion lineal con respecto a las variables explicativas X1, ..., X,. Supongamos que
la funcién ¢ derivable e invertible. Como v(B) sigue una distribucién normal de media
ap + a1 X1 + ... + ap,X, vy de desviacién esténdar o, B = ¢~1[1)(B)] tiene por esperanza
(Saporta, 1990, p.26):

E(B) = [47(@) o(w) da (7.15)

donde ¢ es la densidad de probabilidad de la distribucién normal de media ag+a1 X1 +...+
apX, y de desviacién estdndar o. Esta esperanza es generalmente diferente de Y~ ag +
a1 X1+ ...+ a,Xp): la transformacién de variable induce un sesgo de prediccion cuando se
vuelve a la variable de partida mediante la transformacién inversa. El inconveniente de la
férmula (7.15) es que necesita el calculo de una integral.
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Cuando la desviacién estandar residual o es pequena, el 6-método (Serfling, 1980) aporta
una expresion aproximada de ese sesgo de prediccion:

12

EB) ~ ¢! [BY)] + 5 Var(¥) (6~ [E(Y)

2
ag
~ QJZ)_l(CLO +a1 X1+ ...+ apo) + ? (@b—l)/,(ao +a1 X1+ ...+ apo)

Estimacion “smearing”

El método de estimacién “smearing” (que podriamos traducir como “de dispersién” o
“ dispersante”) es un método no paramétrico de correccién del sesgo de prediccién cuando
se aplica una transformacién inversa a la variable de respuesta de un modelo lineal (Duan,
1983; Taylor, 1986; Manning & Mullahy, 2001). Dado que se puede reescribir la ecuacién
(7.15) de la esperanza de la biomasa (o del volumen) de la siguiente forma:

E(B) = /1/1 ) ¢o(x —ap —a1 X1 — ... —apX,) do
_ /1/;* (@ + a0+ a1 X1+ ... +ayX,) ddg(z)

donde ¢ (respectivamente @) es la densidad de probabilidad (respectivamente la funcién
de distribucién) de la distribuciéon normal centrada de la desviacién estandar o, el método
smearing consiste en remplazar ®( por la funcién de reparticién empirica de los residuos del
ajuste del modelo, o sea:

1 n
Bomearing . = /w (x+ap+ a1 X1+ ...+ a,X, EZ x —&;)
1< 1 )
— Ezw (a0+a1X1+”'+apo+€i)
=1

donde § es la distribucién de Dirac en cero y £; es el residuo del modelo ajustado para la
i-ésima, observacion. Este método de correccién del sesgo de prediccién tiene la ventaja de
ser, al mismo tiempo, muy general y facil de calcular. Tiene el inconveniente de que hay que
conocer los residuos &; del ajuste del modelo. Esto no representa un problema cuando uno
mismo ajusta un modelo a los datos, pero si lo es cuando se usa un modelo publicado para
el cual no se dan los residuos.

En el caso particular de la transformacién logaritmica, ¥ ~! la funcién exponencial y,
en consecuencia, la estimacién smearing de la biomasa es: exp(ap + a1 X1 + ... + apXp) x
CFgmearing, donde el factore de correcciéon smearing es:

CF smearing — Z eXP 51

Dado 62 = (3211 €2)/(n—p— 1), el factor de correccién smearing es diferente del del factor
de correccién (7.14). Sin embargo, dentro del limite en el cual 6 — 0, ambos factores son
equivalentes.

Estimacion “smearing” de la biomasa
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Retomemos una vez mas el ejemplo del modelo de biomasa ajustado en la Linea roja 31
mediante regresion miltiple a partir de los datos transformados logaritmicamente:

In(B) = —8,38900 + 0,85715In(D*H) + 0,72864 In(p)

El factor de correccién smearing se obtiene mediante el comando:
mean (exp (residuals(m)))

donde m es el objeto que contiene el modelo ajustado y vale, en este ejemplo 1,059859. En
comparacion, el factor de correccién calculado anteriormente (Linea roja 35) fue 1,061035.

—

7.3. Prediccion del volumen o de la biomasa de un rodal

Para predecir el volumen o la biomasa de un rodal con la ayuda de un modelo de biomasa,
no es posible medir las entradas de ésta para todos los arboles del rodal. Las entradas sélo
se mediran para una muestra de arboles del rodal. El volumen o la biomasa de los arboles de
esta muestra se calculard con la ayuda del modelo, luego se extrapolaré a todo el rodal. La
prediccién del volumen o de la biomasa de un rodal conlleva dos fuentes de variabilidad: una
asociada a la prediccién individual mediante el modelo, y la otra asociada al muestreo de
los arboles dentro del rodal. Tener en cuenta rigurosamente ambas fuentes de variabilidad
en la prediccién a escala del rodal plantea problemas complejos de doble muestreo, que ya
evocamos en los parrafos 2.1.2 y 2.3 (Parresol, 1999).

El problema es menos complejo cuando la muestra de los arboles usados para construir el
modelo es independiente de la muestra de arboles medidos. En ese caso, se puede considerar
que el error de prediccién asociado a ese modelo es independiente del error de muestreo.
Supongamos que n parcelas de ensayo de superficie unitaria A se hubieran colocado en el
rodal, cuya superficie total es A. Consideremos N; el nimero de drboles encontrados en
la i-ésima parcela (¢ = 1, ..., n) y consideremos también X1, ..., X;jp las p variables
explicativas medidas en el j-ésimo drbol de la i-ésima parcela (j =1, ..., N;). Cunia (1965,
1987b) considerd el caso particular en que la biomasa se predice mediante la regresién
multiple a partir de las p variables explicativas. La estimacién de la biomasa del rodal es
entonces:

B = g Z (flo + CALlXZ'jl 4+ ...+ &pXijp)
i=1"" j=1
= ao|— N;) + a1 7ZZXU1 ++€Lp 722)(@‘[)
<nA i=1 ) (nA i=1j=1 ) (nA i=1j=1 )
donde ay, ..., ap son los coeficientes estimados de la regresién. Dado X§ = (A/nA) Y i-; N;
yparatodo k=1, ..., p,

.A n N;
Xi= =22 Xij

i=1j=1

Entonces la biomasa estimada del rodal se escribe como:
B =aoX{+aX{+...+aX)

Lo que resulta interesante es que la variabilidad de & = *[ao, ..., a,] depende totalmente
del ajuste al modelo y no del muestreo del rodal, mientras que la variabilidad de x =
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fxg, ... X,] depende, por el contrario, completamente del muestreo y no del modelo.
Dado que esos dos errores son independientes,

E(B) = E(‘ax) = 'E(a) E(x)

Var(B) = 'aX,a + 'x¥,x

donde ¥, es la matriz (p+ 1) x (p+ 1) de varianza-covarianza de los coeficientes del modelo
mientras que Xy es la matriz (p + 1) x (p + 1) de varianza-covarianza de la muestra de
x. La primera matriz se deduce del ajuste del modelo mientras que la segunda se deriva
del muestreo del rodal. De este modo, el error para la prediccién de la biomasa del rodal
se descompone en la suma de dos términos, de los cudles uno estd asociado al error de
predicciéon del modelo y el otro al error de muestreo del rodal.

En lineas més generales, el principio es exactamente el mismo que cuando consideramos
en la pagina 184 una incertidumbre asociada a la medicién de las variables explicativas X,
..., Xp. Un error de medicién no tiene el mismo caracter que un error de muestreo. Pero,
desde un punto de vista matematico, los calculos son los mismos: eso equivale a decir que
en ambos casos hay que considerar que las variables explicativas X1, ..., X, son aleatorias
en vez de fijas. Asi pues, en el caso general, podremos usar un método de Montecarlo para
estimar la biomasa del rodal. El seudoalgoritmo de este método de Montecarlo es igual al
anterior (cf. p.185):

1. Para k que va de 1 a @), donde @) es el nimero de iteraciones de Montecarlo:

a) para i que va de 1 a p, escoger Xi(k) que sigua una distribucién que corresponde
a la variabilidad de muestreo del rodal (esta distribucién depende del tipo de
muestreo realizado, del tamano y del nimero de parcelas de ensayo inventariadas,
etc.);

b) escoger un vector 0%) que sigua una distribucién multinormal de media 0 y de
matriz de varianza-covarianza X;

¢) calcular la prediccién Y*) = f(X§k), ey )A(T(,k); o).

2. El intervalo de confianza de la prediccién es el intervalo de confianza empirico de los
Q valores Y, ..., V(@)

7.4. Expansion y conversion de los modelos de volumen y biomasa

Puede que tengamos un modelo para predecir una magnitud que no es exactamente
aquella que necesitamos aunque esté muy estrechamente vinculada con ella. Por ejemplo,
disponemos de un modelo que predice la biomasa seca del tronco aunque lo que deseamos
conocer es la biomasa total sobre el suelo del arbol. O bien, tenemos un modelo que predice
el volumen del tronco cuando queremos conocer su biomasa seca. En vez de renunciar a usar
un modelo que no predice exactamente lo que queremos, es preferible usarlo corrigiéndolo
mediante un factor. Podemos utilizar factores de conversion para convertir un volumen en
biomasa (y vice versa), factores de expansion para extrapolar una parte al todo o combina-
ciones de ambos. Con esto en mente es que Henry et al. (2011) proponen tres métodos para
obtener la biomasa total:

= la biomasa del tronco es el producto del volumen del tronco y de la densidad especifica
de la madera p;
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= la biomasa epigea es el producto de la biomasa del tronco y de un factor de expansiéon
de la biomasa (FEB);

= la biomasa epigea es el producto del volumen del tronco y de un factor de conversién
y de expansién de la biomasa (FCEB = FEB xp).

Existen valores tabulados de estos diferentes factores de conversién y de expansiéon. Dichos
valores suelen ser muy variables puesto que integran implicitamente diferentes fuentes de
variabilidad. Por muy preciso que sea el modelo predeterminado, suele perderse el beneficio
de esta precision cuando se usa un factor de expansiéon o de conversion, ya que el error de
la prediccion acumula todas las fuentes de error que intervienen en su calculo.

Para los modelos que usan la altura como entrada cuando no se dispone de esa informa-
cién, se puede utilizar un modelo secundario que predice la altura en funcién de las entradas
disponibles (tipicamente un modelo de la relacién altura-didmetro). Al igual que para los
factores de conversién y de expansién, esto introduce una fuente de error adicional.

7.5. Seleccionar entre diferentes modelos

Cuando se quiere predecir el volumen o la biomasa de arboles dados, suele ocurrir que
tengamos varios modelos a nuestra disposicién. Por ejemplo, para una especie dada, se
ajustaron diferentes modelos en distintos lugares. O bien, disponemos de un modelo local
y de otro pantropical. Seleccionar entre los diferentes modelos disponibles no siempre es
algo facil (Henry et al., 2011). ;Es mejor, por ejemplo, elegir un modelo especifico, local,
ajustado a pocos datos (en consecuencia, a priori sin sesgo pero con una fuerte variabilidad
de prediccién) o bien un modelo multiespecifico pantropical ajustado a numerosos datos
(en consecuencia, potencialmente con sesgo pero con poca variabilidad de prediccién)? Esto
demuestra que es posible tener en cuenta numerosos criterios de eleccién: la calidad del
modelo (el tamano de su &mbito de validez, su capacidad de extrapolar predicciones, etc.), su
especificidad (con modelos monoespecificos locales, en un extremo, y modelos pluriespecificos
pantropicales, en el otro), el tamafio del conjunto de datos usado para ajustar el modelo
(entonces, implicitamente, la variabilidad de sus predicciones). La seleccién entre distintos
modelos existentes no debe confundirse con la seleccién de modelos evocada en la Seccién
6.3.2 donde a la hora de seleccionar los modelos, no se conocen atn los coeficientes de
dichos modelos y se busca el modelo que se ajusta mejor a los datos cuando se estiman
sus coeficientes. En este proceso de seleccién modelos, se trabaja con modelos ya ajustados
cuyos coeficientes son conocidos.

Con frecuencia la seleccién entre diferentes modelos debe hacerse sin datos de biomasa
o de volumen. Sin embargo, el caso que nos ocupa ahora es aquel en que se dispone de un
conjunto de datos de referencia S,,, con n observaciones de la variable de respuesta (volumen
o biomasa) y de las variables explicativas.

7.5.1. Comparacion de criterios de validacion

Cuando se dispone de un conjunto de datos de referencia S, se pueden comparar los
distintos modelos disponibles basandose en criterios de validacién definidos en el parrafo
7.1.1, usando S,, como conjunto de datos de validacién. En la medida en que los mode-
los no tienen obligatoriamente el mismo ntimero p de pardmetros, y segin el principio de
parsimonia, favoreceremos los criterios de validacién que dependen de p de forma tal que
penalicemos los modelos que tengan muchos pardmetros.
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Cuando se trata de comparar un modelo candidato bien preciso, que se supone que es
el “mejor”, a diferentes modelos que compiten con ella, se podra comparar las predicciones
del modelo candidato a las predicciones de sus competidoras. Para ello, nos fijaremos en si
las predicciones de los modelos competidores entran o no en el intervalo de confianza con
nivel « de las predicciones del modelo candidato.

7.5.2. Eleccion de un modelo

La eleccién de un modelo puede hacerse con respecto a uno “verdadero” modelo f que
Nno conocemos pero que suponemos que existe. Supongamos que M es el niimero de modelos
de que disponemos. Escribiremos en férmula abreviada fm la funcién de las p variables
explicativas que predicen el volumen o la biomasa, segtin el m-ésimo modelo. Esta funcién es
aleatoria puesto que depende de los coeficientes estimados, es decir, los que tienen su propia
distribucién. La ley de distribucion de fm describe asi la variabilidad de las predicciones en
funcién de la m-ésimo modelo, tal como se la describe en el parrafo 7.2. Los M modelos
pueden tener formas muy diferentes: puede ser que el modelo fl corresponda a una funcién
de potencia, el modelo fg a una funcién polinomial, etc. Supongamos ademads que existe
una funcién f de las p variables explicativas que describe la “verdadera” relacién entre la
variable de respuesta (volumen o biomasa) y esas variables explicativas. Desconocemos esta
“verdadera” relacién. No sabemos qué forma tiene pero cada una de los M modelos puede
verse como una aproximacién de la “verdadera” relacion f.

En la teoria de la seleccion de modelos (Massart, 2007), la diferencia entre la verdadera
relacién f y un modelo fm es cuantifica por una funcién v que llamamos la funcién de
pé?:d@'da. Por ejemplo, la funcién de pérdida podra ser la norma L? de la diferencia entre f

Y fm:
~v(f, fm):/x /x [f (21, ...,xp)—fm(xl, ...,:zp)]2d:c1...dxp

Se llama riesgo (escrito R) la expectativa de pérdida con respecto a la ley de distribucion
de f,, cuando se integra sobre la variabilidad de las predicciones del modelo:

R=EN(f, fu)]

El mejor modelo entre las M disponibles es la que minimiza el riesgo. El problema es que
no se conoce la verdadera relacién de la funcién f, asi que también se desconoce ese modelo
“mejor”. En la teoria de seleccién de modelos, ese modelo mejor se llama oracle. El modelo
elegido sera finalmente aquel tal que el riesgo del oriaculo quede limitado por una amplia
familia de funciones f. En forma intuitiva, el modelo elegido es aquel en la que la diferencia
entre ese modelo y la “verdadera” relacién sigue siendo limitada, independientemente de cuél
sea esa “verdadera” relacién (dentro de los limites de una gama de posibilidades realistas).
No seguiremos explayandonos sobre esta teoria porque excede el marco de nuestro manual.

7.5.3. Media bayesiana de modelos

En vez de escoger un modelo entre los M disponibles, con el riesgo de no elegir el “mejor”,
hay una alternativa que consiste en combinar los M modelos competidores en uno nuevo.
Esto se llama en inglés “Bayesian model averaging”. La media bayesiana de modelos se usé
mucho para los modelos de prediccién climatica (Raftery et al., 2005; Furrer et al., 2007;
Berliner & Kim, 2008; Smith et al., 2009) pero sigue usandose todavia poco para los modelos
forestales (Li et al., 2008; Picard et al., 2012). Consideremos S, = {(Y;, Xi1, ..., Xip), it =
1,...,p} como un conjunto de datos de referencia con n observaciones de la variable de
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respuesta Y y de las p explicativas. La media bayesiana de los modelos considera que la ley
de distribucién de la variable de respuesta Y es una mezcla de las distribuciones de M:

M
gV X1, . Xp) = D wmgm(Y[ X1, ..., Xp)

m=1
donde ¢ es la densidad de distribucién de Y, g,, es la densidad de distribuciéon condicional
de Y a sabiendas de que el modelo m es el “mejor”, y w,, es el peso del m-ésimo modelo
en la mezcla, que se puede interpretar como la probabilidad a posteriori de que el m-ésimo
modelo sea el “mejor”. Las probabilidades a a posteriori w,, reflejan la calidad del ajuste
de los modelos a los datos y tienen una suma igual a un: M w,, = 1.

Como en la seleccion de modelos evocada en el parrafo anterior, la media bayesiana de
los modelos supone que existe una “verdadera” relacion (pero que sigue siendo desconocida)
entre la variable de respuesta y las p variables explicativas, y que cada modelo se aleja
de esta “verdadera” relacion en funcién de una distribucién normal de desviacion estandar
om- En otras palabras, la densidad g, es la densidad de la distribucién normal de media
fm(z1, ..., xp) y de desviacién estdndar o,,, donde fp, es la funcién de las p variables
correspondientes a la m-ésimo modelo. Asi pues,

M
g(Y|X17 ceey Xp) = Z Wm QS(Y’ fm(xl) ey xp)a Um)
m=1
donde ¢(+; u, o) es la densidad de probabilidad de la distribucién normal de esperanza o.
El modelo foy resultante de la combinaciéon de M modelos competidores se define como la
esperanza del modelo de mezcla, es decir:

M
Sumoy (X1, ..o, Xp) =E(Y[X1, ..o, Xp) = D win fm(X1, .., Xp)
m=1

De este modo, el modelo resultante de la combinacién de los M modelos competidoras
es la media ponderada de estos M modelos, el peso del modelo m sera la probabilidad a
posteriori de que dicho modelo m sea el mejor. Asimismo podemos calcular la varianza
de las predicciones segin el modelo fn,oy resultante de la combinacién de los M modelos
competidores:

M M 2
Var(Y|X1, ..., X,) = Zwm[fm(xl,...,X,,)-Zwlfl(xl,...,Xp)}
m=1 =1
M

2
+ Wi, Oy,
m=1

El primer término corresponde a la varianza intermodelos y expresa la variabilidad de las
predicciones de un modelo con respecto a otro. El segundo término corresponde a la varianza
intramodelo y refleja el error condicional de predicciéon sabiendo que el modelo es el mejor.

Para poder usar el modelo fr,oy en vez de los M modelos f1, ..., fu, quedan por
estimar los pesos wi, ..., wys y las desviaciones estandar intramodelo o1, ..., opr. Estos 2M
parametros se estiman a partir del conjunto de datos de referencia S, usando un algoritmo
EM (Dempster et al., 1977; McLachlan & Krishnan, 2008). El algoritmo EM introduce las
variables latentes z;,, de forma que z;,, es la probabilidad a posteriori de que el modelo m
sea el mejor modelo para la observacién i de S,. Las variables latentes z;, toman valores
entre 0 y 1. El algoritmo EM es iterativo y alterno entre dos etapas en cada iteraciéon:
la etapa E (como “esperanza” o “expectativa”) y la etapa M (como “maximizacién”). El
algoritmo EM es el siguiente:
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1. Elegir los valores iniciales wgo), ey wg\(}), 0§0), ceey 0](\0/[) de los 2M parametros por

estimar.
2. Alternar ambas etapas:

a) etapa E: calcular el valor de z;, en la iteracién j usando los valores de los para-
metros en la iteracién j — 1:

(‘7) — wr(gil) d)[}/;, fm(X’ila ey Xip)a 0-7(7{71)]
im Zﬁ/lzl w,(g—l) oY fro(Xit, -0y Xip), Uéj—l)]

b) etapa M: estimar los pardmetros en la iteracién j utilizando como pesos los valores
actuales de los z;,,, es decir:

. 1N (s
0 - = ()

o2 — 22D — (Xt e X))
m Zn—l Z(J)

de forma que Y"M_, |w%) - w%_1)| + M |0%) — 07(7];_1)| sea mayor que un umbral
infinitesimal fijo (por ejemplo 107).

()

3. El valor estimado de wy, es wy,” v el valor estimado de oy, es O'(j ).






Conclusiones y recomendaciones

Los métodos de estimacién del volumen y de la biomasa de los arboles estan en constante
evolucién. Cada vez mas se quieren obtener estimaciones que sean lo mas préximas posibles
a la realidad. Los modelos de volumen y biomasa no han seguido la misma evoluciéon en
diferentes zonas ecolégicas. En las zonas tropicales secas, donde el problema del suministro
de lena es muy antiguo, las ecuaciones alométricas han sido elaboradas principalmente para
cuantificar la lefia. En la zona tropical muy hiimeda, donde el aprovechamiento forestal se
hace principalmente para obtener madera de construccion, las ecuaciones han sido elabora-
das principalmente para calcular volumen. En la actualidad hay una preocupacién cada vez
mayor por el cambio climético y el interés despertado por los modelos de biomasa es similar
en los bosques secos y hiimedos.

Las mediciones de biomasa deberian aumentar en los anos venideros para satisfacer las
necesidades de estimacion de las reservas de carbono y de comprension de la contribucién
de los ecosistemas terrestres en el ciclo del carbono. La experiencia adquirida en la deter-
minacién del volumen ha demostrado que hacen falta entre dos y tres mil observaciones
para estimar el volumen del tronco de una especie dada con una precisién aceptable para
abarcar la variabilidad comprendida en su area geografica de distribuciéon (CTFT, 1989).
En comparacion, el modelo de biomasa de Chave et al. (2005), que es uno de los mas usados
actualmente, fue calibrado a partir de 2410 observaciones y se trata de un modelo pantro-
pical que abarca todas las especies y todas las zonas ecoldgicas, desde las zonas secas a las
zonas muy humedas. La similitud entre estos dos tamafios de muestras, a pesar de que la
variabilidad difiere en varias magnitudes, destaca que todavia hay un margen de progresién
considerable en el d&mbito de la medicién de la biomasa, para llegar a explorar la totalidad
de la variabilidad natural. A ello se suma el hecho de que la biomasa, que engloba todos los
compartimientos del arbol, tiene probablemente una variabilidad intrinseca mucho mayor
que el volumen de un solo tronco.

Para aumentar la fiabilidad de los modelos de biomasa hay que aumentar también el
nimero de observaciones disponibles. Pero medir la biomasa epigea de un arbol exige un
esfuerzo de mediciéon mucho mayor que medir el volumen de su tronco. El esfuerzo necesario
es aun mayor cuando se trata de la biomasa de las raices. Actualmente es poco probable
que puedan financiarse grandes campanas de mediciéon para la biomasa epigea y radicular.
Al igual que Chave et al. (2005), la construccién de nuevas ecuaciones alométricas tendra
que basarse en compilaciones de conjuntos de datos recopilados en distintos lugares por
equipos independientes. Los métodos estandarizados para medir la biomasa y las estadisticas
de ajuste de los modelos capaces de integrar la informacién complementaria por medio
de covariables explicativas resultan pues cruciales para permitir avanzar en cuanto a la
estimacion de la biomasa de los arboles en los proximos anos. Los experimentos con rodales
regulares (efectos de la ontogenia, de la densidad de la plantacion, de la fertilidad de los
suelos o de la fertilizacién, de la silvicultura en general) facilitaran la construccién de estos
modelos genéricos.

Al contrario de los manuales existentes, quisimos que el presente manual abarcara to-
do el proceso de construccién de una ecuacién alométrica, desde el trabajo de campo a la
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prediccién, pasando por el ajuste del modelo. No obstante, no pretendemos haber cubierto
todas las situaciones posibles. Muchos son los casos en los que es necesario elaborar mé-
todos especificos. Los drboles grandes con aletones o contrafuertes, por ejemplo, plantean
un reto para la predicciéon de su biomasa — comenzando por el hecho de que no se puede
medir su didmetro a la altura del pecho, que es la primera variable de entrada de la mayoria
de los modelos. Los arboles huecos, amates, bambt y las grandes epifitas, son algunas de
las especies y particularidades que no permitirdn el seguimiento de los métodos propuestos
en este manual sin plantear problemas. Probablemente habra que elaborar nuevos méto-
dos dendrométricos para tratar esos casos especificos. El uso del modelado tridimensional,
la fotogrametria, el radar y el laser, tanto en tierra como aerotransportados, serdn instru-
mentos que facilitaran o revolucionaran los métodos de estimacion de la biomasa y, quizas,
remplazaran més adelante la motosierra y la bascula.

Asimismo la estadistica es una ciencia en constante evoluciéon. Una comparacién del in-
forme de Whraton & Cunia (1987) con los métodos de ajuste utilizados en la actualidad
muestra el progreso realizado en el ambito forestal con respecto al uso de métodos estadis-
ticos cada vez mas sofisticados, que intentamos presentar didacticamente en este manual.
El hecho de tomar en cuenta la variabilidad entre fustes podria convertirse en algo comin
para el ajuste modelos de biomasa en el futuro.

La mejora de los métodos de medicién y de ajuste de los modelos, el aumento de las
mediciones de campo, sélo contribuiran a mejorar los procesos de investigacion cientificos
y de estimacion de la biomasa de los arboles si los modelos y los métodos producidos se
ponen a disposicién en forma transparente. Muchos datos permanecen en las bibliotecas y
que nunca se publican en revistas cientificas o en la Internet. Ademaés, para un pais que
no dispone de datos de biomasa para algunas de sus regiones ecologicas, no es facil tener
acceso a los datos existentes en los paises vecinos o en zonas ecoldgicas idénticas. Por ello
alentamos a los representantes del sector forestal a identificar los datos ya disponibles para
las zonas ecoldgicas o los paises de particular interés. Los datos pueden integrarse en una
base de datos y servir para identificar las lagunas. Una vez hecho esto, pueden realizarse las
mediciones de campo usando los consejos y el hilo conductor propuestos en este manual.

Para poder seguir mejorando las estimaciones, hace falta instaurar un sistema para
archivar los datos. Ese es el punto de partida para disponer de mejores estimaciones en
el futuro. Un sistema adecuado permitiria reducir los esfuerzos de los futuros equipos para
entender y recalcular las estimaciones existentes. Por otra parte, es importante crear métodos
que sean coherentes a lo largo del tiempo. El manual propone distintos métodos de medicion.
Es preferible adoptar uno que pueda reproducirse y que sea menos dependiente de factores
financieros, tecnologicos o humanos. En caso de que se elabore un método alternativo por
motivos practicos, habrd que indicarlo y ponerlo a disposicién para permitir que el préximo
manual pueda tomar més en cuenta la diversidad de las metodologias posibles. Por ultimo,
es preferible adoptar métodos simples y faciles de reproducir.
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Glosario

En el presente glosario damos la definicion de algunos términos técnicos inusuales o que
se utilizan en este manual con una acepcién diferente de la habitual.

Aditividad. Propiedad de un sistema de ecuaciones alométricas ajustadas a las diferentes
partes del arbol y al arbol en su totalidad, tal que la suma de las predicciones para cada
compartimiento corresponde realmente a la prediccién para todo el arbol.

Alicuota. Parte extraida de un compartimiento del drbol cuya medicién sirve para medir
la totalidad del compartimiento mediante la regla de tres.

Alometria. Relacion estadistica, a escala de una poblacién, entre dos caracteristicas de
tamafio de los individuos de dicha poblacion. Esta relacion suele ser una forma de potencia.
Ejemplo: hay una alometria en los vertebrados entre la masa del cuerpo adulto y el tamaino
del cerebro.

Biomasa. Masa de la materia organica viva o muerta de un organismo, expresada en masa
de materia seca. Para un arbol, la unidad de medida es el kg o sus multiplos. Por extension,
la biomasa de una zona es la suma de las biomasas de los organismos que se encuentran en
esa zona. La unidad de medida es pues el kg (o sus multiplos) por unidad de superficie.

Ruido blanco, error estadistico. En probabilidades, el proceso aleatorio que genera varia-
bles aleatorias que son todas independientes entre si.

Compartimiento. Una parte de un arbol, generalmente determinada de forma tal que los
6rganos de un compartimiento tengan densidades (relaciéon biomasa seca sobre volumen
fresco) parecidas. El follaje, el tronco, las ramas grandes, etc., son compartimientos.

Covarianza. Cantidad que mide la variacion simultdnea de dos variables aleatorias. La
covarianza se vuelve mas positiva para cada par de valores que difieren de su media en
el mismo sentido, y més negativa para cada par de valores que difieren de su media en el
sentido opuesto. La covarianza de una variable aleatoria y de esta misma variable aleatoria
da la varianza.

Doblete. Coleccién de dos valores numéricos.

Fractal. Objeto cuya estructura es invariante al cambio de escala.
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Hart-Becking (indice de). En ciencias forestales, el indice establecido por Hart (1928)
y Becking (1953) que mide la densidad de un rodal a partir de la distancia media entre
los arboles y la altura dominante del rodal. Este indice se calcula como derazén entre el
espaciamiento promedio entre arboles sobre la altura dominante, multiplicado por 100.

Heterocedasticidad. Es lo opuesto de la homocedasticidad, es decir, cuando la varianza
del error residual de un modelo no es constante (y tipicamente varia con una de las variables
explicativas del modelo).

Homocedasticidad. Cuando la varianza del error residual de un modelo es constante. La
homocedasticidad es una de las condiciones necesarias para el ajuste de un modelo lineal.

Ley de Eichhorn. En ciencias forestales es la ley empirica enunciada por Eichhorn (1904)
que establece que el volumen especifico de una masa homogénea, monoespecifica y de dosel
cerrado, solo es funcién de su altura dominante. Se trata de la segunda ley de Eichhorn; la
primera establece que la altura dominante de una masa homogénea, monoespecifica y de
dosel cerrado sélo es funcién de la edad, de la especie y de las condiciones del sitio.

Ley de Pressler. En ciencias forestales es la ley empirica enunciada por Preler (1864) que
estipula que el incremento en area basal es constante desde el tocon del arbol hasta la base
de la porcién funcional de la copa.

Mineralomasa. Cantidad de elementos minerales en la biomasa.

Distribucion de Dirac. Distribucién (en el sentido estadistico del término) concentrada
en un valor zy de una variable aleatoria continua (es decir que la probabilidad de que la
variable aleatoria sea < x vale 0 para © < z¢ y 1 para x > xg).

Método de Montecarlo. Dicese de un método que tiene por objeto calcular un valor
numérico mediante la simulacién de un proceso aleatorio.

Posicion social. Para un arbol, la posicién de su copa en el dosel, que determina su jerar-
quia con respecto a la competencia por la luz (también se habla de clasificacién sociolégica).
Se suelen distinguir los arboles dominantes, los codominantes y los suprimidos.

indice de densidad de Reinecke (IDR). En ciencias forestales es el indice establecido
por Reinecke (1933) que mide la densidad de un rodal a partir del nimero de arboles por
hectarea (la densidad del rodal) y el drea basal media promedio de los arboles (didmetro
cuadrédtico medio). Este indice se calcula como la relacién de la densidad del rodal sobre
la densidad méaxima, determinada a partir del didmetro cuadratico medio por la curva de
auto-raleo.

Variable ordinal. Variable que toma valores discretos y permite ordenarlos de acuerdo con
sus modalidades. Por ejemplo, el mes del afio es una variable ordinal (los meses pueden
colocarse en orden cronoldgico).
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Varianza. Cantidad que mide la dispersién de una variable aleatoria con respecto a su
valor promedio. Se la calcula como el promedio de las desviaciones con la media, elevadas

al cuadrado.






Léxico de simbolos matematicos

Simbolos latinos

a
A
A

b
B

CVx

Dy

N - ™

o > Q)

H

valor estimado de un coeficiente de un modelo predictivo
superficie de una parcela de ensayo

superficie del rodal

valor estimado de un coeficiente de un modelo predictivo

biomasa de una alicuota, de una parte (tronco, ramas, follaje, etc.), de un arbol o de
un rodal

coeficiente de variacién de una magnitud X
exponente de una ley de potencia

definicién 1: circunferencia de un arbol; definicién 2: costo del muestreo; definicién 3:
un criterio de validaciéon de un modelo

diametro de un arbol

diametro dominante del rodal

precisiéon de la estimacién de una magnitud estimada

una funcién que asocia una variable de respuesta a una o varias variables explicativas
indice de Furnival

una funcién

area basal de un arbol o de un rodal

una altura entre cero (el suelo) y la altura H del arbol

altura de un arbol

altura dominante del rodal

matriz de informacién de Fisher para una muestra del tamano n
coeficiente multiplicador de una ley de potencia

numero de partes para una validacién cruzada

verosimilitud de una muestra

logaritmo de verosimilitud o log-verosimilitud de una muestra
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L longitud de una troza
M definicién 1: niimero de compartimientos de biomasa en un arbol; definicién 2: ntimero
de modelos concurrentes que predicen una misma variable de respuesta
n tamafo de una muestra
N definicién 1: nimero total de unidades de muestreo (drbol o parcela) en el rodal;
definicién 2: densidad de un rodal (nimero de pies por hectérea)
N la distribucién normal (también llamada distribucién de Gauss o distribucién gaussia-
na)
p numero de variables explicativas de un modelo (interseccién no incluida)
P perfil de tronco (curva que da la superficie de la seccién del tronco en funcién de la
altura)
q definicién 1: nimero de pardmetros estimados de un modelo; definicién 2: cuantile de
la distribuciéon normal centrada y reducida
() namero de iteraciones de Montecarlo
R definicién 1: coeficiente de determinaciéon de un modelo; definicién 2 (en la teoria de
seleccién de modelo): un riesgo; definicién 3: radio de una troza
S numero de estratos de una estratificacion
Sy desviacién estandar empirica de una variable X
S, un conjunto de datos que contiene n observaciones
t, cuantile de una ley de Student a n grados de libertad
T edad de una plantacién
V' volumen de una troza, de un arbol o de un rodal
w definicién 1: peso de una observacion en la regresién ponderada; definicién 2: peso de
un modelo en una mezcla de modelos
X una variable (en general variable explicativa de un modelo)
X un vector de variables explicativas
X matriz del plano para un modelo lineal
Y una variable (en general variable de respuesta de un modelo)
Y vector de respuesta de un modelo multivariado
z una variable latente para el algoritmo EM
Z una variable (en general une covariable que define una estratificacién del conjunto de

datos)
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Simbolos griegos

a definicién 1: valor “verdadero” (desconocido) de un coeficiente de un modelo predictivo;
definicién 2: umbral de confianza de un intervalo de confianza (generalmente 5 %)

valor “verdadero” (desconocido) de un coeficiente de un modelo predictivo
funcién de pérdida (en la teoria de la seleccién de modelo)

distribucion de Dirac

D s 2

una diferencia de valor para una magnitud dada

e error residual de un modelo predictivo

€ vector de los errores residuales de un modelo multivariado
¢ covarianza residual entre dos compartimientos

coeficiente de contraccion volumétrica

3

f un conjunto de parametros de un modelo

un vector de parametros de un modelo multivariado

> D

un conjunto de pardmetros

p esperanza de una variable aleatoria = media “verdadera” (desconocida) de una mag-
nitud por estimar

¢ parametro de transformaciéon de Box-Cox
p densidad de la madera
o desviacién estandar del error residual de un modelo predictivo

¥ matriz de varianza-covarianza de una distribucién multinormal (también llamada dis-
tribucién normal multivariante)

7 desviacion estdndar “verdadera” (desconocida) de una magnitud por estimar
densidad de probabilidad de la distribucién normal

funcién que define una transformacién de variable

> & o

contenido de humedad
xo punto de saturacién de las fibras

w proporcién (por ejemplo, la proporcién en biomasa fresca de la madero de una troza)

Simbolos no alfabéticos

@ diametro de un arbol, una troza, una rama o una raiz
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